10
Solucion del examen final de Calculo I11.

A

Fecha: 22 de noviembre de 2017.

I. (10 puntos: 5 si plantea bien la integral y 5 si la resuelve correctamente) Utilizar el teorema de
Green para evaluar la integral de linea:

/(cos y)dxr + (xy — xsiny)dy

C': Frontera de la regién comprendida entre las graficas de y = x y y = /.

Solucion.
En este caso M(z,y) = cosy y N(z,y) = xy — xsiny. Por tanto, %— = —siny y 81 = y — siny.
M
Aplicando el teorema de Green j{F o dif = / (z,y)dx + N(z,y)dy // (0_ - %—) dA =
C (& xr J
R

1
// —sinzcosy) — (—sinzsiny)| dA = //ydydL = /(J, — %) dx = 3

II. (10 puntos: 5 si plantea bien la mtegral y 5 si la resuelve correctamente) Hallar el flujo del
campo vectorial F(a’ y,z) =l +yj+ 2k a través de la superficie S, esto es:

//ﬁ.]\?ds
S

Donde N es el vector unitario normal a S dirigido hacia arriba. S: 2z=9— 2% —¢% 2>0.
Solucién.

En este caso G(r,y,2) = 2z — g(z,y) = 2> + y* + 2 — 9, por tanto, ﬁG(m,y,z) = 271 + 2y) + k.
Sustituyendo se tiene:

//ﬁoﬁdSz//ﬁoﬁG(w,y,z)dAz// [227 + 2¢° + 2] dAz// [227 + 20" + (9 — 2® — y*)] dA
S R R R

— / / [x2 + y2 + 9] dA. Cambiando a coordenadas polares se tiene que 0 < r <3y 0 <6 < 27. De

R
donde

2 27

3
4 2
//[z2+y2+9}dA:// r’ +9) 7d7d9—/(%+9%)
R 0 0

0

3 27
81 81 243
df = — 4+ — | dl = ——.
B /<4+2) 2
0
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III. (15 puntos: 5 si calcula la divergencia y 10 si resuelve correctamente la integral) Utilizar
¢l teorema de la divergencia para hallar ¢l flujo de F(x,y,2) = 231 + 2%y) + 22e¥k dirigido
hacia el exterior, a través de la superficie del sélido acotado por las gréficas de las ecuaciones.
S: z=4—y,z2=0,z=0,z =6,y =0.

Solucién. oM 8N 8P
Céleculo de la divergencia: divF(z,y,z) =V o F(z,y,z) = o + — f) + — 5 = 4x?.
Yy z

Por el teorema de la divergencia:

Y

6 4 4 6 4
//ﬁo]\?dS:///divﬁdV:///4x2dV:///4x2dzdydw://424 y)dydz
S Q Q 0 0 0 0 0

6
= / 32x%dx = 2304.
0

IV. (15 puntos) Considerando el campo vectorial F(z,y) = 2xyi + (22 — y)j.

a) (5 puntos) Determine si el campo F(z,y) es conservativo.

Solucioén.

oM _ ON _ OM _ ON

Sy = 2z y 5. = 2z. Dado que By = 7w S€ concluye que el campo es conservativo.

b) (5 puntos) Si F(z,y) resulta conservativo halle una funcién de potencial. En caso contrario
indique que no aplica.

Solucién.

Por ser ﬁ(:r, y) conservativo, se cumple que ﬁ(x, y) = ﬁf(x, y). De ahi que %ﬁ =21y y af =2 — .
Integrando la primera con respecto a x se tiene que f(x,y) f 2rydr = %y + g(y ) Derivando esta
expresion con relacion a “y”se obtiene f = 22+¢'(y). Igualando expresiones se tiene x +g '(y) = 2% —vy,

[{))

es decir, ¢'(y) = —y. Integrando esta expreblon con respecto a “y”se obtiene g(y) = —7 + ¢. Por tanto

una expresioén para el potencial es:
2

f(z,y) =$2y—%+c

c) (5 puntos) Halle el trabajo W = /F e dF realizado por el campo de fuerzas F(z,y) al

desplazar un objeto desde el punto (1,2) hasta el punto (3,1).
Solucién.
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Por ser F (z,y) conservativo, el trabajo no depende de la trayectoria, sélo de los puntos inicial y final,
por tanto, utilizando la funcién de potencial se tiene:

W=/ﬁ.df=f(3,1)—f(1,2)=177.



