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Instrucciones:
= El examen tiene una duracién de 90 minutos.

= El uso y/o posesién de cualquier tipo de celular y/o calculadora durante el examen es causal de
anulacion.

1. [2.2 pts]

40e—4 si 0<t<m
a) [0.4 pts] Evalie £{f(¢)} donde f(t) =
40e~ 4= 1 40e~ % si t >
Solucion.

Primero escribimos f(¢) en términos de la funcién escalén unitario:
f(t) = 40e™* + 40~y (t — ).
Aplicando el segundo teorema de traslacién en el segundo término de la suma, obtenemos

L{f(t)} = 40L{e "} + 40e~ ™ L{e~*'}

40 . 40 _
s+4 s+4e
Por tanto 40 40
L{f(t)} = TS, 1
POy =7+ e (1)
Valoracién

= Escribe correctamente la funcién en términos de la funcién escalon unitario: (0.2 pts)

= Calcula correctamente la transformada: (0.2 pts)

20
b) [1.8 pts] Evaltie £7! TS
) [1.8 pts] Evalte £ {(8—|—4)(82—|—43—|—20)6 }

Solucion. Primero encontremos

-1 20
(s+4)(s2+4s5+20) |
Para este proposito, hagamos la descomposicién parcial de la fraccién dada:

20 A Bs+C

(s+4)(s2+4s +20) s+4+52+45+20'




Quitando denominadores y simplificando, tenemos

20 = A(s* 445 +20) + (Bs + O)(s + 4)
= (A+ B)s* + (4A + 4B + O)s + 20A + 4C.

Esto implica que

A+B=0, (2)
4(A+B)+C =0, (3)
204 + 4C = 20. (4)
De (2) y (3) vemos que C = 0. Sustituyendo este ultimo valor en (4), obtenemos que A = 1. Se
sigue entonces de (2) que B = —1. En consecuencia,
20 1 S

(s+4)(s2+45s+20) s+4 s24+4s+20

Esta expresion es equivalente a:

20 1 s
(s+4)(s2+45+20) s+4 (s2+4s+4)+16
1 s
T s+4 (s+2)2+16
1 s+2 -2
T s+4 (s+2)2+16

1 s+ 2 +1 4
Cos+4 (5422416 2(s+2)2+16

Aplicando el primer teorema de traslacién en los dos ltimos términos, conseguimos que

£ {<s+4><52234s+2o>} - {h} - {<+2>+2+16} e {<+2>4+16}

1 s 1 4
_ 1 2t -1 LR V|
=L {s+4} ¢l {32+16}+26 £ {52+16}

1
=e M e cosdt + 567% sin 4¢.

Se sigue que

- 20
(s+4)(s2+4s+20

Ahora, aplicando el segundo teorema de traslacién, tenemos que

o { (s + 4)(5223 15 + 20) e_m} = U -me { (s + 4>(522?L 4s +20) }

1
=U(t —7)(e ™ — e cos4t + 5672)5 sin 4t

1
j } =e M _ e P cosdt + §€_Qt sin 4t. (5)

t—=t—m
)|tr—>t77r

1
=U(t—m) |:€_4(t_ﬂ) — e 2™ cos 4(t — 7)) + 56_2“_”) sin4(t — 77)}

1
=U(t—m) {6_4“_”) — e 2t cos 4t + 56_2“_”) sin 44 .

Por tanto
-1 20 s —a(t—m) _ _—2(t—m) L oft—m)
G rasra U - cosdt + e sindt| . (6)
Valoracién



20
(s+4)(s%+4s +20)
= Calcula correctamente la transformada de Laplace inversa de cada fraccién usando el primer

teorema de traslacién: (0.6 pts)

= Descompone correctamente en fracciones parciales : (0.6 pts)

= Calcula correctamente la transformada de Laplace inversa de cada fraccion usando el segundo
teorema de traslacién: (0.6 pts)

2. [1.0 pts] Resuelva la ecuacién integro-differencial

y'(t) = cos 3t + 9/0 y(T)cos3(t — 7)dr, y(0)=1.

Solucién.

Primero escribimos el término integral usando la férmula de convolucion. Esto es,
y'(t) = cos 3t + 9(cos 3t x y(t)).

Usando el teorema de la transformada de la derivada, el teorema de convolucién y la férmula para la
transformada del coseno, tenemos que

L{y' ()} = L{cos3t} +9L{cos3t*y(t)}
L{y'(t)} = L{cos3t}+9L{cos3t}L{y(t)}

s 9s

sY(s) —y(0) = m"‘my(s)
sY () %Y(s) - 1+ﬁ
(S_SQ%Q—Q)Y(S) = l—l—ﬁ
R
(S;ig)y(s) - 1+ﬁ
o - 1 (25 (229
Y(s) = z—§+s%+s%
yt) = 1+t+gt2.

Valoracién

= Escribe correctamente la integral como una convolucién: (0.2 pts)

= Calcula correctamente la transformada de Laplace de la ecuacion usando teorema de convolucién
para el término integral: (0.3 pts)

= Simplifica y encuentra la solucién: (0.5 pts)

3. [1.8 pts] Un masa de 2 kg. estira un resorte 1/2 mts. Al inicio la masa se libera desde el reposo en
la posicién de equilibrio y el movimiento posterior toma lugar en un medio que ofrece una fuerza de
amortiguamiento igual a ocho veces la velocidad instantdnea. Si la fuerza en el inciso 1a) actiia sobre
la masa, encuentre la ecuacién del movimento (esto es, plantee el problema de valor inicial y encuentre
su solucién). Tome g = 10m/s>.



Solucion.

Primero planteamos el problema de valor inicial correspondiente. Sea x(t) la posicién de la masa en el
tiempo ¢.

a) m=2kg,
b) s = i mts,
¢) z(0) =0, 2/(0) =0,
d) B = 83
e) f(t) = 40e~4 + 40e~ 4 ="Y (t — 7).
Podemos obtener la constante del resorte usando la relacion:
k= K = % = 40.
s 3

La férmula que modela este problema viene dada por

Pe fdr k()

a2 T mdt ' m m’
z(0) =z, 2'(0) = z1.
Luego reeplazando los valores y simplificando, obtenemos

2z d
T4 o0 =

2z Ty %(406*“ + 40~ 4=y (t — 1)),

Resolvamos este problema de valor inicial con la transformada de Laplace. En efecto, por (1) y las
férmulas de transformada de derivadas, obtenemos

1
L") FAL{a'y +20L{x} = GL{A0 4+ 40U —m))
1 40 40
2X(s) — — 2/ (0) + 4[s X (s) — 20X(s) = = o
5" X (s) — s2(0) — 2(0) + 4[s X (s) — 2(0)] + 20X (s) 2(s+4+5+4e )
20 20
FX(s) + 15X (5) F 20X () = b o
20 20
2 _ -7 ,—T7s
(s°+4s4+20)X(s) = 734_4-*—5_’_46

20 20
G+ 4)(? +45+20) (s 4 4)(s? + 451 20)°

—TS

X(s) =

Usando (5) and (6), tenemos que

1 1
z(t) = e — e cos 4t + 56727: sindt +U(t — ) |e ™) — e72™) cos 4t + 5672“7#) sindt| .

Valoracién

= Obtiene correctamente los datos del problema: (0.5 pts)
= Plantea correctamente el problema: (0.4 pts)

= Resuelve correctamente el problema de valor inicial usando transformada de Laplace : (0.9 pts)



