UNIVERSIDAD DEL NORTE.
Departamento de Matematicas y Estadistica.
Examen final de Algebra Lineal.

Mayo 29 de 2018
Fila A

Nombre Profesor

Observaciones.

Responda el punto I en la hoja de preguntas. No requiere justificacion.

En los puntos ILIII y IV justifique sus procedimientos.

Valoracién: Punto I (2.0/5.0), puntos II, IIT y IV (1.0/5.0 cada uno.)

No estd permitido el uso de dispositivos electrénicos como celulares, audifonos, relojes y
calculadoras.

No hay preguntas.

Tiempo méaximo: 1 hora 45 minutos.

I. En cada caso, elija (marque con X o encierre en un circulo) la (inica) opcién correcta.
(N.A. es ninguna de las anteriores).

1.

Si a es un real tal que P(a,a® + 1,a + 3) estd en el octante V', entonces
(a.) a> —1 o(b.) -3 <a<0. (c.) -3<a<—L (d.) N.A.

Los puntos P(1,1,2),Q(2,2,4) y R(3,2,1) son
(a.) Colineales.  o(b.) Vértices de un tridngulo isésceles.
(c.) Vértices de un tridngulo rectdngulo. (d.) N.A.

El dngulo entre los vectores v = (1,—1,2,3) y w = (2,1,3,—=5) es
(a.) Recto. (b.) Agudo. (c.) Negativo. o(d.) N.A.

Una ecuacion vectorial para el plano de ecuacion cartesiana x + 5y — 4z = 3 es:
(a.) (z,y,2) = (3+4t+s,5s,t —4s). e(b.) (x,y,2) = (2—t+4s,1+t,1+t+3s).
(c.) (z,y,2) = (=7 + 1,24 5t + 4s, —4t + 5s). (d.) N.A.

Si P(1,1,2) y Q(10,10,17), las coordenadas de los puntos que dividen a PQ en tres
partes iguales son
112 10 10 17

. 10). (b) (=== e
@) 333y 0,610, 0 (333) 7 (355)
o(c.) (4,4,7)y (7,7,12).  (d.) N.A.
Los vectores v = (1,2,3),w = (—1,4,5) y u = (1,8,11) son
(a.) 1i  (b.) Generadores de un subespacio de dimensién 3. e(c.) 1.d.  (d.)
N.A.

Si S es un subconjunto de R™ que contiene al vector nulo entonces

(a.) S es un subespacio. (b.) ST =R". (c.) Sesli. e(d.) N.A.




8. Si S ={(1,2,3),(—2,—4,—-6),(3,1,5)}, el complemento ortogonal de S tiene di-

mension
o(a.) 1 (b.) 2. (c.) 3 (d.) N.A.
9. Un punto del plano con ecuacién vectorial (z,y,2) = (2+t— 5,3+t —2s,t —2s) es
e(a.) P(2,2,—1). (b.) Q(1,1,1). (c.) R(—1,2,-3). (d.) N.A.
113
10. SSiA=1[1 1 3|, el subespacio generado por las columnas de A tiene dimensién:
2 37
(a.) 3. o(b) 2. (c). 1. (d.) N.A.

I1. Considere los puntos P(1,1,2),Q(2,3,5), R(—1,4,6).

1. Muestre que los puntos dados no son colineales y encuentre una ecuacion vectorial
y una ecuacién cartesiana para el plano tnico que los contiene.
SOLUCION
P ]ﬁ —2,3,4) no son miltiplos escalares, por lo que no son para-
lelos y7 en Consecuenma, los puntos dados no son colineales.
Una ecuacién vectorial para el plano que contiene a los tres puntos dados es, por
ejemplo,

(r,y,2) = (1,1,2) + £(1,2,3) + s(—2,3,4),t,s € R,

También puede reemplazarse (1, 1,2) por las coordenadas de @ o R.

2 1 3 |1 2 ]
Tenemos que P‘Cﬁ X ﬁ = (3 Al 729 4l 3D = (—1,-10,7). Asi, una
normal es (1,10, —7) y una ecuacién cartesiana es

(1,10,-7) @ (z,y,2) = (1,10,—7)e(1,1,2)
x4+ 10y -7z = -3

2. Determine perimetro y area del tridngulo con vértices en los puntos dados.
SOLUCION.
Tenemos que ﬁ = (—3,1,1). Luego el perimetro del tridngulo es

IPGI| + PRI + Q|| = vId + v29 + V1.

Por otra parte el area es

—||J@ « PRy = Lymmo = Y0

2
—14 =30 . . .
III1. Sea A = 6 13 ) determine los valores y vectores propios de A. jEs A diagona-
lizable?.
SOLUCION.

El polinomio caracteristico de A es

‘A+l4 30

— )2 _ — \2 _ 9 — _
s /\—13‘_)‘ FA-182 4180 =N+ A —2=(A+2)(\— 1),



de modo que los valores propios son \; = —2, Ay = 1.
Los subespacios propios correspondientes son los conjuntos soluciones de los sistemas
homogéneos con matrices ampliadas
15 30(0
—6 —12(0)°

12 30|10
—6 —15|0

Para el primer caso, tenemos la ecuacién homogénea 2z + 5y = 0, para el segundo es
x + 2y = 0. Tenemos ast:

V(A,=2) = {t(-5,2)|t € R} = ((—5,2))
V(A1) = {(=2t,t)|t e R} =((—2,1))

Puesto que (—5,2) y (—2,1) no son multiplos escalares, son l.i y forman una base para
R2. En consecuencia, A es diagonalizable.

IV. Encuentre una base para el espacio solucién del sistema homogéneo

T+ X9 + 3.173 =0
221 + 1o + 43 + x4
5.731 + 29 + 71’3 + 41’4 =0

|
o

., Cudl es la dimension? Justifique su respuesta.
SOLUCION.
Resolvemos el sistema

11 oo\ SRR s ojoy B R 101 10

21410_5F+F012—10 — 01 2 —1[0

5 1 7 4[0 iF?’o 4 —8 4|0) 4F,+F; \0 0 0 010
—41L2

Por lo tanto el espacio solucién es
S={(-t—s,—2t+s,t,5)|t,s € R} = ((—=1,-2,1,0),(=1,1,0,1)).

Puesto que los vectores generadores son 1.i, B = {(—1,—-2,1,0),(—1,1,0,1)} es una base

para S. Asi dimg(95) = 2.



UNIVERSIDAD DEL NORTE.
Departamento de Matematicas y Estadistica.
Examen final de Algebra Lineal.

Mayo 29 de 2018
Fila B

Nombre Profesor

Observaciones.

Responda el punto I en la hoja de preguntas. No requiere justificacion.

En los puntos ILIII y IV justifique sus procedimientos.

Valoracién: Punto I (2.0/5.0), puntos II, IIT y IV (1.0/5.0 cada uno.)

No estd permitido el uso de dispositivos electrénicos como celulares, audifonos, relojes y
calculadoras.

No hay preguntas.

Tiempo méaximo: 1 hora 45 minutos.

I. En cada caso, elija (marque con X o encierre en un circulo) la (inica) opcién correcta.
(N.A. es ninguna de las anteriores).

1.

Si a es un real tal que P(a,a® + 1,a + 3) estd en el octante V', entonces
(a.) a> —1 (b.) -3 <a< —1. o(c.) —3<a<0. (d.) N.A.

Los puntos P(1,1,2),Q(2,2,4) y R(3,2,1) son
(a.) Colineales. (b.) Vértices de un tridngulo rectangulo.
e(c.) Vértices de un tridngulo isdsceles. (d.) N.A.

El dngulo entre los vectores v = (1,—1,2,3) y w = (2,1,3,—5) es
(a.) Recto. (b.) Agudo. (c.) Negativo. o(d.) N.A.

Una ecuacion vectorial para el plano de ecuacion cartesiana = + 5y — 4z = 3 es:
o(a.) (z,y,2)=2—t+4s,1+t,1+t+s). (b.)(x,y,z) = (3+4t+s,5bs,t—4s).
(c.) (z,y,2) = (=7 + 1,24 5t + 4s, —4t + 5s). (d.) N.A.

Si P(1,1,2) y Q(10,10,17), las coordenadas de los puntos que dividen a PQ en tres
partes iguales son
(a) (3,3.5) v (6,6,10). o(b) (4,4,7) y (7,7,12).

112 10 10 17
I =,=, = — —,— |. .) N.A.
@(353)r (5es) @
Los vectores v = (1,2,3),w = (—1,4,5) y u = (1,8, 11) son

e(a.) .d (b.) Generadores de un subespacio de dimensién 3. (c.) Li.  (d.)
N.A.

Si S es un subconjunto de R™ que contiene al vector nulo entonces
(a.) S es un subespacio.  (b.) ST =R". (c.) Sesli. e(d.) N.A.




8. Si S ={(1,2,3),(—2,—4,—-6),(3,1,5)}, el complemento ortogonal de S tiene di-

mension
(a.) 2 o(b.) 1. (c.) 3 (d.) N.A.
9. Un punto del plano con ecuacién vectorial (x,y, z) = (2 + t—s,3+t—2s,t—2s) es
(a.) Q(1,1,1). o(b.)P(2,2,-1). ( ) R(—1,2,-3). (d) N.A.
11 3
10. SiA=|1 1 3|, el subespacio generado por las columnas de A tiene dimension:
2 37
(a.) 3. (b) 1. o(c). 2. (d.) N.A.

I1. Considere los puntos P(1,1,2),Q(—1,4,6), R(2,3,5).

1. Muestre que los puntos dados no son colineales y encuentre una ecuacién vectorial
y una ecuacién cartesiana para el plano tinico que los contiene.

SOLUCION

Fﬁ —2,3,4) no son multiplos escalares, por lo que no son para-
lelos y, en consecuenma, los puntos dados no son colineales.
Una ecuacién vectorial para el plano que contiene a los tres puntos dados es, por
ejemplo,

(x,y,2) = (1,1,2) + t(—2,3,4) + s(1,2,3),t,s € R.

También puede reemplazarse (1,1 2) por las coordenadas de ) o R.

Tenemos que P@ X ﬁ (2 NE 12 ;1 _12 g) = (1,10,—7). Asi, una

normal es (1,10, —7) y una ecuacién cartesiana es

)

(1,10,-7) o (z,y,2) = (1,10,—7)e(1,1,2)
x4+ 10y -7z = =3

2. Determine perimetro y area del tridngulo con vértices en los puntos dados.
SOLUCION.
Tenemos que ﬁ = (3,—1,—1). Luego el perimetro del tridngulo es

IPG| + IPR| + |QR] = v29 + VT4 + VIL.

Por otra parte el area es

—||1% « PR = v/T50 = 5\2/6.

—14 30

III. Sea A = <—6 13

lizable?.

), determine los valores y vectores propios de A. jEs A diagona-



SOLUCION.
El polinomio caracteristico de A es

AT =30 1 e 1804180 = N A —2= (A £ 2)(A— 1),
6 A—13
de modo que los valores propios son \; = —2, Ay = 1.

Los subespacios propios correspondientes son los conjuntos soluciones de los sistemas
homogéneos con matrices ampliadas

15 —30(0

6 —12/0/°

12 =30(0
6 —15|0

Para el primer caso, tenemos la ecuaciéon homogénea 2z — by = 0, para el segundo es
x — 2y = 0. Tenemos asi:

V(A,-2) = {t(5,2)|t e R} = ((5,2))
V(A1) = {2t e R} =((2,1))

Puesto que (5,2) y (2,1) no son multiplos escalares, son i y forman una base para R2.
En consecuencia, A es diagonalizable.

IV. Encuentre una base para el espacio solucién del sistema homogéneo

T+ 1o+ 3I3 =0
201 + x9 + 4x3 + 24 =
Tx1 4+ 2x9 + 113+ 524 = 0

e}

i, Cuél es la dimension? Justifique su respuesta.
SOLUCION.

Resolvemos el sistema

1oz oo\ PR 1 s ojo\ 1B R 1001 10

21410_7F+F 0 1 2 —1[0 — 01 2 —1[0

7 2 11 5|0 1F30—5—10 5(0) 5F+F; \0O 0 0 010
— L1172

Por lo tanto el espacio solucién es
S={(-t—s,—2t+s,t,8)|t,s € R} = ((—1,-2,1,0),(—1,1,0,1)).

Puesto que los vectores generadores son Li, B = {(—1,—2,1,0),(—1,1,0,1)} es una base
para S. Asi dimg(95) = 2.



