UNIVERSIDAD DEL NORTE
Departamento de Matematicas y Estadistica
Algebra lineal.

Ejercicios resueltos, parcial 2

1. Sean A y B matrices 2 x 2 sobre el campo real. Si

e (- (1)

determine:

(a) (3AB~1)~1.

(b) (347)7!

(¢) Una matriz X tal que 24X = B.

Se tiene que

o= (i == Y= =21 )=

Tenemos entonces

1 1 1/1 5 2 4
—1\—-1 __ - —1\—1 4—1 ——— -1 J— =
(3AB~H)~! = 3(B )TA 3BA 3 <3 4 (2 8) <134

2. Sean

5 1
2 -3 -1 1 3
A‘(o 3 4)’3(2 i’)’0<1 6>’D(

Calcule, si estan definidas:

(a) AB, BA, (AB)C, B(AD).



(b) (CA), (CA).
(©) (AB +2C)s

Solucion:
10 —12 -1
(a) AB:(O 7>,BA: 4 —15 —14 ,(AB)C:<_7 42),
22 7 15 108
8 0 12
34 -76 85
B(AD)= |34 —146 51
8 48 52
6
— 2) —
(b) (CA)1=(2 6 11),(CA) <21>.

(c) (AB+2C)2 = (20 19).

3. Muestre que R™*"™ paran > 2 no es un dominio entero. Es decir, existen matrices
n X n, no nulas, A y B sobre el campo R, tales que AB = O,xp. Siendo Opxn, la
matriz nula n x n.

.. 10 00
Solucién: Sean A = <O 0> , B = <1 O)’ entonces A, B # 0ox9 pero AB = 0gxo.

4. En cada caso determine, si existe, la inversa de la matriz dada:

(a) A= <1 §>’ en R2x2,

1 2 3
(b) A=[0 1 3], en R3S
0 2 6
11 31
_ |01 23 4x4
(c) A= 11 4 5 , en R*%4,
01 1 1
1 2 3
3x3
(d) A=[0 1 3|,enZ*".
0 21
Soluciones:



(b) Tenemos

—2F + F3
—

1 2 3/1 0 0 1 2 311 0 O
01 30 1 0 01 310 1 0
0 2 6/0 0 1 0 0 0|0 =2 1
por lo que A no es invertible. Si se usa el hecho de que una matriz es invertible

si y solo si su determinante es diferente de cero, entonce se tiene que

1 2 3 1 3
det(A)=10 1 3 :1‘2 6‘:6—6:0
0 2 6
se sigue que A no es invertible.
(c) Resuelva, usando Gauss-Jordan,
113 11 0 0 0
012 30100
1 1 4 50010
011 1j0 0 0 1
obteniendo
100 0)]-1 -4 2 3
o100 d oL
001 0 1 2 -1 =2
o001y p L
por lo que
-1 -4 2 3
-1 _% _% % %
A7 = 1 2 -1 -2
1 1 1 1
2 "2 2 2
. 1 3
(d) Se tiene que det(A4) =1 5 1 =1(1-2(3)) =1-1=0( puesen Zs, 2(3) = 1).

Luego A no es invertible.

1 2 3 2 4 1 2
6. Seaen A=(0 1 3|],B=15 2],C=1|1 1].Resuelva las ecuaciones:
0 2 6 1 3 2 3
(a) AX = B.
(b) XC = I,.



(c)
(d)

AX = BT.
XA=RBT

Soluciones:

(a)

7. Sea A =

12 32 4 123 2 4
00185 2] PRI L0 155 2
02 61 3 00 09 -1

De modo que no hay solucién.

Aplicando transposicién a XC = I, tenemos CTXT = II' = I, la cual tiene
sentido y la resolvemos para X7:

1F> 4+ Fy

11210—2F1—|—F211210_>101—11
2 1 3|0 1 — 0 -1 —-1]-2 1 01 1 2 -1
—1F
—-1-t 1-s
La matrix hallada es X7 = [ 2—¢ —1—5s], con t y s reales arbitrarios.
t s
Por lo tanto
orr (11—t 2—t t
X=X _<1—s -1-s s)°

A tiene 3 filas y BT tiene apenas 2 filas por lo que el problema no tiene sentido
pues, en caso de existir X el producto AX deberfa tener 3 filas, como A, y B7,
el resultado esperado, solo tiene 2 filas.

Aplicando transposicién, se tiene A”XT = B. Proceda como en (b), re-
solviendo

1 0 0/2 4

2 1 2|5 2|,

3 3 6/1 3

que claramente es inconsistente.

b ¢
e f | ysuponga que det(A) = 3. Calcular, justificando sus cédlculos:
h i

Q Qe



(a) det(24).

Solucion
2a 2b 2c
det(24) = 2d 2e 2f
2g 2h 2i
1
i?l a b ¢
272 92(2)(2)|d e f
o h i
3F3 /
= 2353)=24
2a 2b 2c
(b) |—=d —e —f].
5g bh 5@
Solucion
1
2a 2b 2c _21};}, a b ¢
—d —e —f| T ? 20=1)(5)|d e f
5 5h 51 o h 1
g %Fg g
= —10(3) = —30
2d  2e 2f

(¢) |[-g —h =i
a b ¢

Solucién. Realice las operaciones %Fl, —1F5, Fy < F3, Fy < F3 obteniendo
que el determinante pedido es

2(~1)(~1)(~1)(3) = 6.

2g —3a d
(d) [2h —3b e].
2i =3¢ f

Solucién. Haga %Cl, —%02701 + (9,09 < Cs, por lo que el determinante
pedido es
2(-3)(3) = —18.

2 2b 2c

—d —e —f

5g bh 5i|.

a b c

4 d e f

Solucién. Intercambie fila 1 con fila cuatro y fila dos con fila cinco, por lo que

—
@
~—
w = o o o
N O OO



el determinante pedido es

1 2 a b c
34 d e f 9 59 bh 5i
0 0 bg bBh 5 3 4 2a 2b  2c|.
0 0 2¢ 2b 2c —d —e —f
0 0 —d —e —f

2a  2b 2c d e f

—-d —e —f g h )

59 bh 5 a b c

(®) 0 0 0 a+1
0O 0 0 2 4 6
0O 0 O a e f
Solucién. Haciendo —1Fg + Fy se obtiene que las filas cuatro y cinco de la
matriz resultante son multiplos escalares por lo que el determinante es cero.

8. En cada caso escoja la(s) opciones correctas (pueden ser mas de una):

1 2 5
(a) SSA=|2 1 5 |, entonces
3 3 10

i. A es invertible.
ii. El sistema AX = b tiene solucién tnica, si b € R3*1,
iii. Sibe R3*!, el sistema AX = b tiene infinitas soluciones.

iv. ® Si b e R3*1 el sistema AX = b tiene infinitas soluciones o es inconsis-
tente.

v. N.A

Justificacién: Se tiene que F3 = Fj + Fy, por lo que det(A) = 0, luego el
sistema no puede tener solucién unica.

(b) Si A e K™y det(A) # 0, entonces
i. A es invertible.o
ii. AX = b tiene solucién tnica, si b € R™*!. o
iii. No existen dos columnas de A que sean iguales. o

iv. La ecuacion AX = O,,x1 tiene como tnica solucion la trivial. e

v. N.A

Justificacién: Como det(A) # 0, A es invertible, luego todo sistema AX = b
tiene solucién unica; en particular el sistema homogéneo cuya matriz es A tiene

solamente la solucién trivial. Si dos columnas fuesen iguales se tendria que
det(A) = 0.



(¢) Si A,B,C e K"™" y2A+43BA — CA = I,,, entonces:

i. A es invertible.e
ii. B es invertible.
iii. D=C —3B —2I, es invertibley D™! = —A.e
iv. C no es invertible.
v. N.A

Justificacién: Se tiene, usando propiedades del producto matricial, que
(21, +3B—-C)A=(-D)A=1I,,

por lo que A es invertible con inversa —D. Como (—D)A = D(—A) = I,, se

sigue que D~! = —A. Sobre B y C nada se puede concluir con relacién a la
inversibiliadad.
(d) Si AeR¥>3y det(A) = 2, entonces:
i. det(3A4) =

ii. det(34T) = 6.
iii. det(SA) =54. e
det(

3
. 1
iv. det(3A7") = 3
gy 27

1
vi. det(34)71 = 7

Justificacién: Si A € K"™" y a € K, entonces al multiplicar o por A se
multiplican n filas por «, por lo que det(A) = o" det(A); ademds, det(A) =

det(AT) y si a # 0 se tiene que det(A™1) =

det(A)

9. En cada caso indique si la proposiciéon dada es verdadera o falsa. Justifique formal-
mente sus respuestas.

(a) Si A e K"y det(A) =0, entonces al menos una fila es miltiplo de otra. (F)
1 2 3

Justificacién: |5 4 0| =0 (pues F3 = F} + F3), pero no existe una fila que
6 6 3

sea multiplo de otra,

(b) Si A € K™ " y una fila es multiplo de otra, entonces det(A) = 0.( V)
Justificaciéon: Si existen 7,j y o con F; = aFj, haciendo —aF; + Fj, se anula
la fila j y el determinante es cero.



(c)

Si det(A) = 0, entonces al menos una fila (o columna) de A es nula.(F)

Justificacién: Ver literal (a). O considere = 0 que no tiene ni filas ni

1
2 4
columnas nulas.

Si una fila de una matriz n x n, n > 2, es una suma de multiplos de otras filas,

entonces el determinantede la matriz es cero.(V)
¢

Justificacién: Si se cumple que F; = ) aiFj,; es decir, que la fila ¢ es una

k=1
suma de multiplos de ¢t filas distintas a Fj, entonces haciendo las operaciones
—apF;, + F;, para k =1,...,t, se anula la fila ¢ y el determinante es cero.



