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I. Sistemas homogéneos, subespacios, dependencia e independencia lineal

1. En cada caso indique si el vector v es combinacién lineal de los vectores w;

dados:

(a)

v=(2,3),w1=(1,2),wg = (—1,4).
Solucién. v = (2,3) es combinacién lineal de wq,wz si y solo si la
ecuacion

1W1 + QaWg =V

es consistente. Tal ecuacion corresponde al sistema lineal con matriz am-
pliada (w1 TwyT|vT). Tenemos entonces el sistema cuadrado

1 1|2
2 413
Puesto que el determinante del sistema es 4 — (—=2) = 6 # 0 se tiene

que el sistema tiene solucién tnica y, por tanto, es consistente. Asi, v es
combinacion lineal de wy y wa.

v=(3,4),wy = (1,2),ws = (2,4),wz = (3,5).
Solucion. Tenemos ahora el sistema

1 2 3|3\ —2F+F 1 2 3] 3
2 4 5|4 — 00 —1]-2

Claramente el sistema es consistente (con infinitas soluciones) por lo que
v es combinacién lineal de wy y wa.

v=(3,4),wy = (1,2),ws = (2,4).
Solucion. Ahora el sistema es

1 2|3\ 2R +F (1 2| 3
2 414 — 0 0]-—2

que es inconsistente. Por lo tanto v no es combinacion lineal de los vectores
W1y Wa.



2. En cada caso indique si los vectores dados generan o no al espacio R™ co-
rrespondiente. Si no lo generan, halle el subespacio generado por los vectores

dados.

(a) Para R*:

1.

11.

(1,2) y (2,4).
Solucién. Los vectores dados generan a R? si, y solo si cada vector
(z,y) € R? es combinacién lineal de los mismos. Es decir, que para

2 x)
es
Y

2 4

cada (z,y) € R? el sistema lineal con matriz ampliada (

consistente. Haciendo —2F; + F, obtenemos

1 2 T
0 Oly—2zx

Asi, el sistema es consistente si, y solo si y — 2x = 0, por lo que no
todo vector de R? es combinacién lineal de los vectores dados. Solo
un vector que sea solucion de la ecuacién homogénea y — 2x = 0 es
combinacion lineal de los vectores dados. Por lo tanto el subespacio
generado por los vectores indicados es

((1,2),(2,4)) = {(t,20)[t € R} = {#(1,2)[t € R} = ((1,2)).

También, viendo que (2,4) = 2(1,2), se tiene que toda combinacién
lineal de los dos vectores es de la forma

£(1,2) + s(2,4) = t(1,2) 4+ 2s(1,2) = (¢ +25)(1,2) = r(1,2),

por lo que ((1,2),(2,4)) = ((1,2)) # R2.

Atn mejor, puesto que (1,2) y (2,4) son vectores linealmente depen-
dientes y son dos vectores, como la dimensién de R? es 2, entonces
tales vectores no pueden generar a R?, pues si lo hicieran serfan 1.i y
no lo son.

(1,2),(2,4) y (—1,3).

Solucion. Ahora el sistema a considerar es

1 2 —1l|lx\-2Fi+F (1 2 —1| =x
2 4 3y — 0 0 bHly—2x

el cual es consistente para todo (z,y), aunque ahora tiene infinitas
soluciones. Asi, todo vector de R? se obtiene como combinacién lineal
(aunque no de manera tnica) de los vectores (1,2),(2,4) y (—1,3).




Una manera mas corta de establecerlo es que como (2,4) y (1,2)
son muiltiplos, el subespacio generado por los tres vectores es el mismo
generado por (—1,3) y uno solo de los dos vectores anteriores. Como
(—1,3) vy (1,2) (0 (2,4) ) no son multiplos escalares, entonces son l.i'y
forman una base para R2. Asi, los tres vectores generan a R? pero no
lo hacen de forma eficiente, basta solo solo con dos de ellos, siempre
y cuando no sean (1,2) y (2,4).

i (1,2) y (=1,5).
Solucién. Tenemos el sistema

1 -1
2 5

)

Puesto que 9 _5' =7 # 0, el sistema tiene solucién tnica dada por
z —1 1 =z
y D 2T +y 2y Yy — 2x
o = —= o = = .
! 7 T T 7
Asi, para todo (x,y) € R? se tiene
0T +y y—2x
([L’,y) = (172)+ (_1a5)7
de modo que (1,2) y (—1,5) generan a R.
(b) Para R3:
i. (1,1,3),(=1,0,4)
Solucién. Para (z,y, z) € R* tenemos el sistema
1 —1jz\ —1Fi+F [1 —1 T _TFy+ Fy 1 -1 T
1 0|y — 0 1ly—= N 0 1 y—x
3 4z -3Fi+F; \0 T7|lz—3zx 0 Ol4x—Ty+=

Este sistema es consistente si, y solo si 4o — Ty + 2z = 0. Asi, los
vectores dados no generan a R3.

Mis rapido hubiese sido que como la dimensién de R? es 3, dos vec-
tores no pueden generarlo.

El subespacio generado por los dos es

((1,1,3),(—-1,0,4)) = {(¢(1,1,3) +s(—1,0,4)|t,s € R}
{(t,s,7s — 4t)|t,s € R}
= ((1,0,-4),(0,1,7))



3. En cada caso indique si la proposiciéon dada es verdadera o falsa. Justifique sus
respuestas dando una demostracién o un contraejemplo.

(a)

Todo subespacio de R™ contiene al vector cero.

Solucién. Verdadero. Todo subespacio es un espacio vectorial y, por
tanto debe contener al vector nulo. Si se prefiere, puede usarse el hecho
de que es no vacio, por lo que existe al menos un vector v en dicho sub-
espacio y, puesto que es cerrado, se tiene que Ov = (0,0,...,0) estd en el
subespacio.

Si S CR"”y0Ore €5, entonces S es un subespacio de R™.
Solucién. Falso. Por ejemplo 7' = {(0,0), (1,2)} no es un subespacio de
R? ya que 2(1,2) = (2,4) ¢ T.

El conjunto {(¢,¢ + 2)|t € R} es un subespacio de R?.
Solucién.Falso. (0,0) no esta en el conjunto pues si lo estuviera deberia
existir un escalar ¢t tal que t =0=1¢+2; esdecir 0 =2 (0 0 = —2)

El conjunto solucién de un sistema lineal m X n consistente es un sub-
espacio de R™.

Solucién. Falso. Si el sistema no es homogéneo, entonces el conjunto
solucion no contiene al vector nulo. Por ejemplo, si una ecuacion del
sistema, digamos en R?, es x + y = 2, entonces (0,0) no es solucién de la
ecuacion y, por tanto, no lo es del sistema.

La uniéon de dos subespacios de R™ es un subespacio de R".
Solucién. Falso. S = {(¢,0)|t € R} y T' = {(¢,2t)|t € R} son subespa-
cios de R%. Ahora (1,0), (1,2) € SUT pero (1,0)+(1,2) = (2,2) ¢ SUT.
Si V, U son subespacios de R" y V + U = {v+u|v € V,u € U}, entonces
V + U es un subespacio de R".
Solucién. Verdadero. (0,...,0) € V,(0,...,0) € U porlo que (0, ...,0)
0,...,0)+(0,...,0) e V+U,asi V+U # 0.
Ahora, sean wi,wy € V+ U y a € R, entonces existen vy, v9 € V, uq,us €
U tales que

Wy = V1 + Uy, Wy = Vg + Us.

Por lo tanto

wy +wy = (Ul + ul) + (UQ + Ug)
= (’01 + U2) + (Ul + Uz)
aw, = (OZUl) + (Ozul)



Puesto que U,V son subespacios, se tiene que vy + vy € V,uy + ug €
U,av, € V,auy € U, de donde se sigue que wy + wy, awy € V + U.

4. En cada caso indique si el conjunto de vectores dados es linealmente dependien-
te o independiente.

(a) {(0,0)}. Solucién. L.D. Pues 1(0,0) = (0,0) (Recordar que un solo
vector es 1.d si y solo si es el vector nulo).

(b) {(3,5)}.Solucién. L.I (no es el vector nulo)

(c) {(0,0),(1,2)}. Solucién. L.D

(d) {(1,2),(2,4)}. Solucién L.D. Son miiltiplos escalares el uno del otro.
(e) {(1,2),(3,7)}. Solucién. L.I Pues ; i‘ =1 # 0 (o, simplemente, no

son multiplos).
(f) {(1,3),(2,5),(—3,8)}. Solucién. L.D. Son tres vectores en R2.

(g) {(1,1,3),(2,3,5),(5,6,14)}. Solucién. L.d. Pues (5,6,14) = 3(1,1,3) +
(2,3,5). También puede calcularse el determinante de la matriz con los
vectores transpuestos como columnas (o los vectores como filas) y verificar
que es cero.

5. Sea S un subconjunto de R™. Demuestre:

(a) Si S =0, entonces S es Li.
Solucién. Puesto que () no tiene elementos, no existen vectores vy, . .., vy,
y escalares, no todos nulos, aq, ..., a,,, tales que

ajvy + -+ o, = (0,...,0).

Por lo tanto () no es 1.d, luego es L.i.

(b) SiOgn € S, entonces S es linealmente dependiente.
Solucién. Claramente 1(Ogr) = Ogn es una combinacién lineal nula no
trivial de elementos de S.

(c) Si S esld, entonces todo superconjunto de S es 1.d.
Solucion. Si S esl.d existen vectores vy, ..., v,, € Sy escalares aq, ..., a,,,
no todos cero, tales que

a1 + -+ AUy = Ogn.

SiT DS, entonces vy,...,v, €T vy se sigue que T es 1.d.
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(d) Si S es Li, entonces todo subconjunto de S es L.i.
Solucion. Si S esliy M C S, entonces M no puede ser 1.d pues si lo
fuera, por el item anterior, entonces S (superconjunto de M) también lo
fuera.

6. Encuentre una base y la dimensién para el subespacio solucién del sistema
homogéneo

Tr1+ 29+ T3+ x4 =

201+ 319 + 3x3 — 204 =

41’1 + 51’2 + 51’3 =

5[E1 +6!L’2 +6ZL‘3 +xr4 =

o O OO

Solucion. Resolviendo el sistema homogéneo, la forma escalonada reducida
de la mariz ampliada del sistema es

o O O
OO = O
OO = O
OO..JI;C)T
o O O O

Asi, el espacio solucion del sistema es
S = {(-5t,4t — s, s,t)|t.s € R} = ((—5,4,0,1),(0,—-1,1,0))

Puesto que los dos generadores no son multiplos, forman una base para S y

7. ;Cudl es la dimensién de ((1,2,3,5),(—1,1,0,4),(1,5,6,14))7
Solucién: Claramente la dimension es menor o igual a tres. Para que sea 3
debe cumplirse que los tres vectores sean l.i. Pero son l.d. y, en este caso, uno
cualquiera de los tres es combinacion lineal de los otros dos. En particular,

(1,5,6,14) = 2(1,2,3,5) + (—1,1,0,4),

por lo que v = (1,2,3,5) y w = (—1,1,0,4) generan al subespacio generado
por los tres y son Li, por lo que la dimension pedida es 2.

8. Sea S un subconjunto no vacio de V' = R", definamos
St={veV|Vwe S)(vew=0)}

Demuestre que S es un subespacio de V(S* es denominado el complemento
ortogonal de S) .



Solucion. Claramente Og» es ortogonal a todo vector por lo que lo es , en
particular, a todo vector de S. De modo que S+ # (. Ahora, si v;,vy €
St.aceRywéeS, sesigue que v; @ w = vy ®w = 0, de modo que

(vi+v)ow = vView+vyew
= 04+0=0
(avy)ew = av; ew)
= «0)=0

lo que demuestra que S+ < R”.

9. Con relacién al ejercicio anterior, si n = 2 determine S+ si:

(a)

S =R2

Solucién. Un vector v = (vy, vy, . ..,v,) € (R?)" siy solo si es ortogonal
a todo vector de R™. Tomando la base estandar {ej, e, ..., e,}, se tiene
que para todo i € {1,2,...,n} debe tenerse v e ¢; = v; = 0; es decir, v es

el vector nulo. Por lo tanto

(RH)L = {(07 0,... 70)} = {OR"}
En particular, (R?)* = {(0,0)}.
5 ={(0,0)}.

Solucién. En general, si S = {(0,0,...,0)} el complemento ortogonal
de S es el conjunto solucién de la ecuacién nula. Entonces S+ = R". En
particular, {(0,0)}+ = R2.

S ={(1,2)}.

Solucién. S* = ((—2,1)) = ((2,—1)).

5 ={(1,0),(0,1)}.
Solucién. S+ es el espacio solucién del sistema
(170) i (l',y) = 07 (Oa 1) i ($,y) = 07 Es decir

S+ =1{(0,0)}.

S = {v,w}, donde v y w son vectores cualesquiera distintos.
Solucién. Como en el anterior, S+ es el espacio solucién del sistema
homogéneo con matriz ampliada

v|0

w| 0




Si los vectores son 1.i, el complemento ortogonal es el espacio nulo. Si son
l.d y al menos uno es no nulo, entonces el complemento ortogonal es de
dimensién uno y es generado por un vector no nulo cualquiera ortogonal
al vector no nulo. Si ambos son nulos el complemento ortogonal es todo
el espacio.

10. Si v = (vy,v9,v3),w = (wy,wy,w3) € R son vectores no nulos y no paralelos
(es decir, linealmente independientes), entonces el complemento ortogonal de
S = {v,w} es el subespacio de R?® generado por el vector

vXw = (vgws — v3Wa, V3w — VW3, V1 Wy — Ul ) (1)
o Vg Vs . U1 V3 U1 () (2)
wy w3’ |wp wz| |wp ws

El vector v X w es denominado el producto cruz de v por w y puede definirse
también para vectores cualesquiera v y w.

(a) Describa algebraica y geométricamente el subespacio de todos los vectores
ortogonales a (1,2,—-5) y (3,4,6).
Solucioén.

{(1,2,-5),(3,4,6)}* = (((1,2,-5) x (3,4,6))
= ((32,—-21,-2))
= {t(32,-21,-2)|t € R}

Geométricamente, es una recta que pasa por el origen y es paralela al
vector (32, —21, —2). Tal vector es normal al plano que pasa por el origen
y tiene como un par de generadores justamente a los vectores (1,2, —5) y
(3,4,6). De tal forma el subespacio indicado es una recta perpendicular
al plano generado por los vectores dados.

(b) Demuestre que si v y w son paralelos (distintos), entonces v X w = Ogs y

que
{v,w} = {v}* = {w}"

Solucidn. Siv || w, entonces son miultiplos escalares y en la ecuacién (2),
pégina (8), cada determinante es cero. Si w = awv, con a # 0, entonces si
u es un vector ortogonal a v entonces

uew=ue (av)=a(uev)=«a(0) =0.



1
De igual manera, puesto que v = —w, todo vector ortogonal a w lo es a v

Se sigue que {v,w}*+ = {v}+ = {13}%

Si los vectores son l.d se sigue de igual manera que el producto es cero.
Si uno de los dos es el vector nulo, el complemento ortogonal es el del
conjunto unitario formado por el vector no nulo.

Demuestre que el producto cruz no es una operaciéon ni conmutativa ni
asociativa, pero que es distributiva con relacién a la adicion de vectores.
solucién. De la ecuacién (2) se sigue que v X w = —w X v, témese por
ejemplo

ixj = (1,0,0) x (0,1,0)

= (0,0,1)
jX‘ = (ana_l)

>

de modo que ¢ X j # J x i. Para un contracjemplo que refute la asocia-
tividad, tome 7 x (j x (1,1,0)) y compare con (¢ X 7) x (1,1,0).

11. En el espacio real R?, dado un vector v = (a,b) no nulo.

(a)

;, Cuéntos vectores paralelos y con norma 2 tiene v?

Solucion. Todo vector w paralelo a v y con norma 2 es de la forma
w = ||w|U, = 2(xU,). Por lo que existen solo dos vectores con esas
caracteristicas (en R? y, en general, en R").

,Cuantos vectores ortogonales a v y con norma 2 existen?.

Solucién. El subespacio de los vectores ortogonales a v = (a, b) es genera-
do por (=b,a) (o (b, —a)), de modo que todo vector ortogonal a v y con
norma 2 es paralelo a (—b,a). Por el ejercicio anterior existen entonces
solo dos vectores ortogonales a v y con norma 2.

12. Realice el ejercicio anterior si v = (a,b, c) € R3.

Solucién. Como en el ejercicio anterior, solo hay dos vectores paralelos a v con
norma 2. Para el caso de los vectores ortogonales, el complemento ortogonal
de {v} es generado por dos vectores 1.i que generan un plano que pasa por el
origen y tiene como normal a v. Los vectores cuya representacién candnica
termine en una circunferencia de radio con centro en el origen y sobre el plano
generado por tales vectores son los vectores ortogonales a v y de norma 2. Hay
pues, infinitos de tales vectores.

13. Sean v = (1,—1,2,3),w = (—1,4,0,2).

9



(a)

(b)
(c)

Encuentre un vector ortogonal a v y con norma 2.

Solucién. El complemento ortogonal del conjunto {v} tiene dimensién
tres y una base para tal espacio es {(0,0,—3,2),(0,3,0,1),(0,2,1,0)}.
Témese un vector cualquiera z que esté en dicho subespacio (una combi-
nacién lineal cualquiera) y el vector 2U, satisface las condiciones requeri-

1
das, por ejemplo 2——(0,0, —3, 2).

V13

Encuentre un vector de norma 3 y con la misma direcciéon de v + w.

Encuentre un vector paralelo a v y con norma 5.

I1. Ecuaciones de rectas y planos.

1. En cada caso encuentre una ecuacion vectorial para la recta del plano que
satisface las condiciones indicadas:

(a)

(b)

Pasa por el punto P(1,2) y tiene pendiente 3.
La pendiente es m = 3 = %, por lo que un vector paralelo es v = (1, 3),
de modo que una ecuacién vectorial es

(x,y) = (1,2) +t(1,3).

Pasa por el punto P(1,2) y es paralela a la recta de ecuacion 2x+ 3y = 6.
La pendiente de la recta es la misma que la de ecuacién 2x + 3y = 6 y
esta es equivalente a

-2
= "1 +2
Y 3l’

-2
de modo que la pendiente es —, por lo que un vector paralelo a ambas

rectas es v = (3,—2). Se tiene entonces que una ecuacién vectorial para
la recta indicada es

(x,y) = (1,2) +t(3,—2).

Pasa por el punto P(1,2) y es perpendicular a la recta de ecuacion 2z +
3y = 6.

Como en el anterior, un vector paralelo a la recta de ecuacion 2z + 3y = 6
es v = (3,—2). Un vector ortogonal a v es v; = (2,3) que es paralelo a la
recta cuya ecuacion se pide. Asi, una ecuacién vectorial es

(x,y) = (1,2) +t(2,3).

10



2. En cada caso encuentre una ecuacion vectorial para la recta del espacio que
satisface las condiciones indicadas:

(a)

Pasa por los puntos P(1,2,3) y Q(—1,3,5).

Claramente un vector paralelo a la recta es @ =Q—-P=(-21,2)
(o cualquier multiplo escalar no nulo). Dos ecuaciones vectoriales para la
misma recta son:

(x,y,2) = (1,2,3)+t(—2,1,2)
(x,y,2) = (=1,3,5)+s(—2,1,2)

La recta L que contiene al punto P(1,2,3) y es paralela a la recta de
ecuacion Ly : (x,y,z) = (2+t,3 —1t,5 —1).
Para L; tenemos (z,y,2) = (2,3,5) + ¢(1,—1,—1), por lo que un vector
paralelo a Ly y a L es (1,—1,—1). Entonces una ecuacién vectorial para
L es

(z,y,2) =(1,2,3) + (1, -1, —1).

3. Demuestre que las rectas L y Ly, del ejercicio anterior, son distintas y en-
cuentre una ecuacion vectorial y una cartesiana para el plano unico que las
contiene.

Como las rectas son paralelas, sera suficiente con mostrar que hay al menos

.U
S
-

3]

Figure 1: Plano que contiene a rectas paralelas

un punto de L que no esta en L, o, si se prefiere, que el vector @ =(1,1,2),
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siendo (Q(2,3,5) € Ly, y el vector (1,—1,—1) no son multiplos escalares, lo
cual es muy claro.
Si se decide por la primera opcién, tenemos que P € L; si y solo si existe un
escalar t tal que

(2+t,3—t5—1t)=(1,2,3)
pero esto nos lleva a un sistema inconsistente t = —1 = 1 = 2. Para las
ecuaciones del plano que contiene a las rectas (véase figura 1) se tiene que
v = @ =(1,1,2) y w = (1,—1,—1) son generadores del plano y que

<‘1 2 1 1
n—=vXw =

. _1D = (1,3,-2)

o2
’1_17

-1 -1
es una normal. Tenemos entonces

Ecuacién vectorial:  (z,y,2) = (1,2,3) +t(1,1,2) + s(1,—1,—1)
Ecuacién cartesiana: (1,3, —2) e (z,y,2) = (1,3,—2) ¢ (1,2,3)
= r+3y—22=1

. Demuestre que las rectas
L:(x,y,2)=(1,2,3)+t(1,-1,—-1) y Lo:(z,y,2) =(2—5,14+25,2+5)

se intersectan en un unico punto. Halle una ecuacion vectorial y una cartesiana
para el plano que las contiene.

Un punto (x,y, z) estd en la interseccién de las dos rectas si y solo si existen
t,s € R tales que

1+t = 2—5
(x,y,2) = (1,2,3)+t(1,—-1,—1) = (2—5,1+25,24+5) <= <2 -t = 1+42s
3—t = 2+4s
t+s = 1
Es decir, si y solo si el sistema ¢ £+ 2s = 1 es consistente. Resolviendo el
t+s = 1

sistema se obtiene como tunica solucién t = 1, s = 0, de donde se obtiene que
existe un tnico punto comun

(1,2,3)+1(1,-1,-1)=(2—-0,1+0,2+0) = (2,1,2).

Nétese que un vector paralelo a L es v = (1,—1,—1) y un vector paralelo a
Ly es w = (—1,2,1). Como v y w no son paralelos entre si pero son paralelos

12



al plano, se tiene que v y w forman un par de generadores para el plano que
contiene a las dos rectas. Asi, una ecuacion vectorial para tal plano es

(x,y,2) =(1,2,3) +¢(1,—1,—1) + s(—1,2,1).

Para una ecuacién cartesiana tome como una normal an =v x w = (1,0,1),
obteniendo la ecuacién = + z = 4.

Perimetros, areas, angulos interiores de triangulos.

Dados tres puntos no colineales P, ), R en &3, tales puntos forman los vértices de un
tridngulo (ver figura 2).

Figure 2: Triangulo en &,

Se tiene entonces

e (RPQ es el angulo entre los vectores @ y ﬁ (o entre Cﬁ) y ﬁ), por lo que

77
/RP(Q) =
N T

e El perimetro del tridngulo es

IPQ| + I|PR| + |RG).
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e El drea del triangulo es

SUPGID) = S(PGIIIPRSen(RPQ)
1
- L Iposr|.

Nota: Para puntos en el plano, usamos el hecho que R? es isomorfo al subes-
pacio (de R3) S = {(x,y,0)|z,y € R}, por lo que podemos identificar cada
vector (x,y) € R? con (x,y,0) € S C R3. Por ejemplo, si P(1,3),Q(3,5) y
R(2,8), entonces tenemos

PO=(2,2) = (2,2,0)
PR=(1,5 = (1,50)

De modo que el area del triangulo con vértices en P, Q) y R es
1
5 [P = PR| = 522,00 x (1,5,0)] = Sl0,0.8)] = 4.

Preguntas de seleccion miultiple

En cada caso escoja la (tnica) opcién correcta (N. A. es ninguna de las anteriores.)

1. Los vectores (1,5), (v/2,3), (7,8)
(a). Son Li (b) Forman una base de R?* e(c.) Generan a R% (d.) N. A.
Dos cualesquiera de los vectores son Li, por lo que forman una base para R2.
Por lo tanto los tres vectores son I,d y no pueden formar una base. Ahora,
como dos cualesquiera de los vectores generan a R?, entonces los tres también
lo hacen. Asi, la tnica opcién correcta es la (c,).

1 5
2. s1A= |2 1], las filas de A generan un subespacio de dimension

3 6
(a.) 3. e(b.) 2. (c)l. (d.) N.A.
La tercera fila es la suma de las dos primeras, por lo que el subespacio generado
por las tres es el mismo generado por las dos primeras filas. Como no son
multiplos, son l.i y forman una base para el subespacio generado. Luego la
dimensién es 2 (opcién (b.))
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3. Un subespacio de R? es
(a)S ={(z,y,2)|lr+y+2z=1}.  (b.) T ={(t,s,5*)|t,s € R}.
o(c.) H={(t,2t +s,3t—s)t,s e R}. (d.)N. A.
(0,0,0) ¢ S, por lo que S no puede ser un subespacio deR3. Por su parte,
(0,1,1) € T pero 2(0,1,1) = (0,2,2) ¢ T porque si asi fuera se deberfa tener
s =2=s?=4. Ahora H = ((1,2,3),(0,1,—1)), por lo que la opcién correcta
es (c.).

4. Los puntos P(1,1,—-1),Q(2,2,—2), R(3,3,7), son
(a.) Colineales. (b.) Vértices de un triangulo
rectangulo.
o(c.) Vértices de un tridngulo obtusangulo. (d.) N.A.

Se tiene que f@ = (1,1,—1),1@ = (2,2,8). Como estos vectores no son

multiplos, no son paralelos y los tres puntos no son colineales. Ahora @oﬁ =
—4 < 0, por lo que el tridngulo tiene un angulo obtuso con vértice en P, se
sigue que ningun angulo puede ser recto. Por lo tanto la opcién correcta es

(c.).

5. Un subespacio de R? es
(a.) {(z,y,2)|z +y+ 2z =2} ob.) {(3—1t,3—1t,5)|t,s € R}.
(c) {3—=t,3—t,2+1)|t € R}. (d.) N.A.

Los conjuntos en (a.) y (c.) no contienen al vector nulo, por lo que no son
subespacios. El conjunto en (b.) es el subespacio ((1,1,0),(0,0,1)). Opcién
correcta: (b.).

6. Una ecuacién vectorial para la recta que pasa por los puntos P(1,1,3) y
Q(—1,1,5) es:
(a.) (z,y,2) = (—1,1,5) + t(—2, 2, 10). ob.) (z,y,2) = (-3 —1,1,7+1).
(c) (zyy,2) = (1 —t,1+¢,3—1). (d.) N.A.

Un vector paralelo a la recta es @ = (—2,0,2) = 2(—1,0,1). Los vectores
(—=2,2,10) y (—1,1,—1) no son paralelos a la recta, por que no son multiplos
de (—=2,0,2), por lo que en (a.) y (c.) las ecuaciones no corresponden a la recta
considerada. Por su parte, el punto R(—3,1,7) es colineal con P y @, pues
JT}% = (—4,0,4) es miltiplo de PQ = (—2,0,2). Como (—1,0, 1) es paralelo a
(—2,0,2) y el punto R estd en la recta, la opcién correcta es (b.).
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10.

Una base para el subespacio solucion de x +y — 2z =0 es

(a) {(1,1,-2),(2, -1, —1)}. o(b.) {(2,0,1),(~1,1,0)}.
(c) {(1,1,1),(1,1,-2)}. (d.) N.A.

El conjunto solucién es S = {(2s—t,t, s)|t,s € R} = {(2,0,1),(—1,1,0)). Como

los generadores no son multiplos, son 1.i y forman una base. Por su parte, en
(a.) yen (c.), el vector (1,1, —2) no es solucién de la ecuacién. Opcién correcta:

(b.).

. Una ecuacion vectorial para el plano de ecuacion z + 3y + 4z = 6 es

o(a.) (x,y,2) = (6 — 3t —4s,t,s). (b.) (x,y,2) = (6 — 3t — 4s, s,1).
(c.) (z,y,2) = (t,6 — 3t — 4s, 5). (d.) N.A.

El plano es el conjunto solucién de la ecuacion x + 3y + 4z = 6, despejando x
se tiene que el conjunto es S = {(6 — 3t — 4s,t,s)|t,s € R}, por lo que (a.) es
una opcién correcta. Las ternas en (b.) y (c.), por su parte, no satisfacen la
ecuacién. Asi, la tnica opcién es (a.).

. El tridngulo con vértices en P(1,1,2),Q(2,1,3), R(—1,1,5) tiene
(a.) Un dngulo recto. o(b.) Todos sus angulos agudos.
(c.) Un dngulo obtuso. (d.) N.A
Se tlenen@ (1,0,1) P_}% —2,0,3) Cﬁ{ —3,0,2), por lo que los

productos puntos P() e ﬁ PRe Q y f@ ° }ﬁ son todos posmvos luego los
angulos con vértices en P, () y R son todos agudos.

Los vectores (1,1,1,1),(2,1,—1,3), (5,4, 2,6)
(a.) Son Li (b) Generan un subespacio de dimension 4.

e(c.) Son Ld. (d.) N.A

(5,4,2,6) = 3(1,1,1,1) + (2,2,—1,3), por lo que los vectores son 1.d. Como
los dos primeros no son multiplos escalares forman una base para el subespacio
que generan y la dimensién de tal subespacio es 2. Opcién correcta: (c.)
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