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I. Preliminares.
1. Una operacion binaria es una funcion
x: AxB—(C

siendo A, B y C conjuntos no vacios. Si A = B = C decimos que * es una ley
de composiciéon interna.

2. Si * es una ley de composicién interna en el conjunto A, entonces * es:

Asociativa si, y solo si para toda terna x,y, z € A se cumple
rx(y*xz)=(r*xy)*z

e Conmutativa si, y solo si para todo z,y € A se tiene

TkY=1Y*IT.

e Modulativa si, y solo si existe e € A tal que para todo x € A se cumple
que
Tr*e=exxr =1

El elemento e (que es unico) es el elemento neutro para *. La propiedad
modulativa también se conoce como existencia de elemento neutro.

e invertiva si, y solo si es modulativa, con neutro e, y para todo x € A
existe y € A tal que
TRY=1y*xT =e.

El elemento y, que depende de z, es denominado un inverso(bajo x*)
de x. Aunque la operacién no sea invertiva, por lo menos el neutro e
tiene un inverso (el mismo e). Un elemento en A que tenga un inverso se
denomina invertible o regular. En una estructura asociativa, si el inverso
de un elemento existe es tnico.



e Distributiva con relacion a una ley de composicién interna ¢ en
A si, y solo si para todo x,y, z € A se satisfacen

rx(yoz) = (axy)o(xx*2)

(roy)xz = (xx2)o(yx*xz

Si B C A decimos que B es cerrado (bajo *) si, y solo si para todo =,y € B
se cumple que
rxy € B.

Es decir, la restriccién de * al conjuunto B es una ley de composicién interna

en B (si B es no vacio).

3. Si % es una ley de composicién interna en A, diremos que la estructura (A, x)
es un grupoide(o magma). Un grupoide es un

e semigrupo si, y solo si es un grupoide asociativo (es decir, la ley de
composicién interna es asociativa).

e monoide si, y solo si es un semigrupo modulativo.

e grupo si, y solo si es un monoide invertivo.

e grupo abeliano(o conmutativo) si, y solo si es un grupo conmutativo.
4. Una estructura aditiva-multiplicativa (R, +,-) es un anillo si, y solo si

e (R,+) es un grupo abeliano.

e - es asociativa y distributiva con relacién a la adicion.

Si (R,+,-) es un anillo y - es, ademds, conmutativa (o modulativa) decimos
que es un anillo conmutativo(o, respectivamente, con elemento identidad,
siendo este el neutro multiplicativo).

Un campo o cuerpo es un anillo conmutativo con elemento identidad 1 # 0
(0 y 1 son los neutros aditivo y multiplicativo, respectivamente) tal que todo
elemento = # 0 tiene un inverso multiplicativo (se dice entonces que es un
anillo conmutativo con divisién).

5. Ejemplos:

(a) (Z,+,"-) es un anillo conmutativo con identidad.

(b) (Q,+,), (R,+,+) y (C,+,-) son campos (racionales, reales y complejos,
respectivamente).



(c) Paran > 2sea Z, = {0,1,...,n—1}. Sisedefinen z+yyz- -y = ay
como los residuos de dividir entre n la suma y el producto usuales de x
con y, respectivamente, entonces (Z,, +,+) es un anillo conmutativo con
identidad.

Para cada x en Z,, su inverso aditivo es —x = n — x. x es invertible
multiplicativamente si, y solo si x es primo relativo con n; es decir, el
Unico divisor comtun positivo de x y n es 1.

Si p es un numero primo (un natural mayor que 1 y tal que sus unicos
divisores positivos son 1 y el mismo p) entonces todo z € Z,, x # 0, es
invertible multiplicativamente y (Z,,+, ) es un campo (finito).

6. Ecuacién axr =b en 7Z,,.
En este caso, si n es relativamente pequeno puede usarse el método exhaustivo
(fuerza bruta) para buscar las soluciones, reemplazando = por los n elementos
de Z,. Sin embargo, si a es primo relativo con n, claramente la solucién es
Unica y esta dada por
r=a"'b=0ba""

Por ejemplo, 3x = 5 en Zg tiene como unica solucién a
r=3"15)=3(5)=7.

En general, se puede probar que ax = b tiene solucién en Z, si, y solo si el
maximo comun divisor de a y n divide a b y que, en tal caso, el niimero de
soluciones coincide con el maximo comun divisor. Por ejemplo, 6x = 15 en Zy;
tiene exactamente 3 soluciones. Por otra parte, la ecuacion 5z = 6 en Zj5 no
tiene solucién (es inconsistente).

II. Sistemas de ecuaciones lineales.
1. El espacio R".
(a) Si K es un campo cualquiera y n € N, definimos
K" = {(z1,x2,...,2T,)|21, 22, ..., 2, € K}.

Cada elemento © = (x1,9,...,z,) € K" es una n-ada con componentes
sobre K. Esto significa que si z = (21,22,...,2,),y = (Y1,Y2,---,Yn) €
K™ entonces

T=Y<= 1 =Y1 \NTo=Ys N\ ...Tp = Yn.

Es decir, para cada i = 1,2,...,n debe tenerse x; = y;.



Adicién, multiplicacién por escalares y producto escalar (o
producto punto).

Para = = (x1,22,...,2,),y = (Y1, Y2, - - -, Yn) € K" y a € K definimos

r+y = (T1+y,T2+Y2,. .., T+ Yn) (1)
ar = (azy,ary,...,ax,) (2)

Tey = Z Tl (3)
i=1
= 11 T Xoy2 + -+ Tpln

(b) Con las operaciones de adicién, ((1)), y multiplicacion por escalares, ((2)),
K™ es un espacio vectorial sobre K. Esto significa
e (K" +) es un grupo abeliano.
e Para todo z,y € K", «, 8 € K se tiene

a(fr) = (af)x
lr = x
(a4 p)r = axr+ fx
alz+y) = ar+ay.

Los elementos de un espacio vectorial son denominados vectores y
los de un campo son escalares. El neutro aditivo es el vector nulo.
En K" es el vector O = (0,0,...,0). En un espacio vectorial V' es
notado Oy .

(c) El producto escalar ((3)) satisface en R™ las siguientes propiedades (v, w, u
son vectores en R™ y «, § son nimeros reales).

vev > 0 (4)
vev=0 <= v=1(0,0,...,0) (5)
avew) = (av)ew (6)

= ve(aw)

vew = wewv (7)

ve(w+u) = (vew)+ (veu) (8)

Nota: Las propiedades anteriores, excepto posiblemente ((4)) vy ((5)), se
cumplen en K" si K es un campo cualquiera. Por ejemplo, en Z2 se tiene
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que (1,1) e (1,1) = 0, pero (1,1) # (0,0). Igualmente (1,0) @ (1,0) =1
pero Zs no es un campo ordenado, de modo que 1 no es ni positivo ni
negativo.

2. Ecuaciones lineales en R"” (en K").

(a)

Una ecuacidn lineal en R" (en K") es una ecuacién de la forma
aexr =10 (9)

donde a = (ay,az,...,a,) E R*"y b e R (0 a € K", b € K). La incognita
vectorial es
x = (T1,%2, ..., Ty).

La ecuacion (9) puede escribirse en la forma escalar
a1r1 + Qoo + -+ apx, =0 (10)

la que usualmente es denominada ecuacién lineal en x1,zs,...,2,. Si
no es claro el numero de variables o incégnitas escalares se especifica el
universo de la ecuacién como R™ (o K").

Una solucién de (9) o (10) es un vector
u=(ug,ug,...,u,) ER" oueK"

tal que
aev=> (estoes, aju;+ asus+...a,u, =b)

es una proposicién verdadera.

El conjunto solucién de (9)(de (10)) es el conjunto de todas las solu-
ciones. La ecuacién es consistente si tiene al menos una solucién (con-
junto solucién no vacio) y es inconsistente si no es consistente (conjunto
solucién vacio).

Dos 0 més ecuaciones (con el mismo universo) son equivalentes si, y solo
si tienen el mismo conjunto solucion.

Dada la ecuacién lineal (10)(o (9)) obtenemos una ecuacién equivalente si
se hace una cualquiera de las siguientes transformaciones

e Sumar en ambos miembros una misma expresion (en las variables
escalares o en la variable vectorial).

e Multiplicar ambos miembros por un escalar diferente de cero.



(d) Técnicas de solucién de (10) (o (9))

e Sia=(ay,ay,...,a,)=(0,0,...,0), entonces el conjunto solucién es
S = R", si,ysolosi b=0 (Ecuacién cero).
S = (), si,ysolosi b#0 (Ecuacién inconsistente.)

e Sia#(0,0,...,0), existe k € {1,2,...,n} tal que a; # 0. Entonces:
i. Sin=1setiene a =a; € R,x = x1; € R y el conjunto solucién
es

S = {ba"'}.

ii. Sin > 1 podemos despejar x en términos de las demas incégnitas,
que tomaran valores arbitrarios (variables libres). El conjunto
solucion es

x; =1t; € R paratodo @ # k,x) = Z ti}.
i=1,i#k

S = {(xl,asg,...,xn)

Nota. En el caso de que la ecuaciéon sea en K", el niimero de
soluciones puede ser finito si el campo lo es.

3. Ecuaciones homogéneas. Subespacios.

(a) La ecuacién homogénea asociada a (9) (o (10)) es

aex = 0 (11)
a1r1 + asxe + - +apxr, = 0 (12)

(b) Tenemos los siguientes resultados importantes.

e El conjunto solucién de la ecuacién homogénea (11) es un conjunto
no vacio (tiene al menos la solucién trivial (0,0,...,0)) y cerrado(la
suma de dos soluciones es una solucién y la multiplicaciéon de una
solucién por un escalar es también una solucién). En general, un
subconjunto S de un espacio vectorial es cerrado si y solo si satisface
que para todo par de vectores vy, v € S y todo escalar a:

U1 + Vg € S
av; €8



e Si la ecuacién lineal (9) es consistente, toda solucién es la suma de
una solucién particular con una soluciéon de la homogénea asociada.

e Si S es un subconjunto no vacio y cerrado de un espacio vectorial V|
entonces S es también un espacio vectorial. Decimos entonces que S
es un subespacio de V', notado S < V.

Para todo espacio vectorial V', se tiene que {0y} (subespacio nulo)
y V mismo son subespacios de V' (subespacios triviales).

e La interseccion de una familia cualquiera de subespacios de un espacio
vectorial V' es también un subespacio de V.

4. Sistemas de ecuaciones lineales.
(a) Si m,n € Ny Ay, As,..., A, € K", by,bs,..., b, € K, siendo K un

campo, la coleccién finita de ecuaciones lineales

Al.l':bl
AQ.I‘:bQ
. (13)

A,ex =0,

es denominada, por brevedad, un sistema lineal m x n (o un sistema
de m ecuaciones lineales en K").

(b) Si para cada i =1,2,...,m tenemos
Ai = (aila ai27 s 7ain)a

entonces la forma escalar de (13) es

111 + Q12T + -+ - + ATy = bl

211 + Q929 + - -+ + A9, Ty, = b2
(14)

Um1T1 + AmaTy + -+ Qp®Tn = by

al que se acostumbra denominar sistema lineal de m ecuaciones en n
variables o incégnitas (escalares).

(c) La matriz ampliada de (13) (o (14)) es el arreglo rectangular de m filas



(o renglones) y n + 1 columnas

a1 a1 ... Qip bl
921 929 oo Qop bQ
Am1 Am2 ... Omn bm

donde cada fila (horizontal) es un vector de K™™' y corresponde o simboliza
a una ecuacion del sistema. Por su parte, cada columna (vertical),excepto
la dltima, contiene los coeficientes de una misma incégnita. La matriz
del sistema es la matriz de m filas y n columnas

ayj; a2 ... Qin
921 929 ... Qop
Am1 Am2 ... AOmn
Siparat=1,...,m, s; es el conjunto solucién de la ecuaciéon nimero i

del sistema (13) (o (14)), entonces el conjunto solucién del sistema es
S=8N8%N-NS=[)S

Dos sistemas son equivalentes si, y solo si tienen el mismo conjunto
solucién. Un sistema es consistente si su conjunto solucién es no vacio e
inconsistente, en caso contrario.

Tenemos los siguientes resultados importantes (identificamos ecuaciones
de sistemas lineales con renglones de su matriz ampliada) en la solucién
de sistemas lineales:

e Si m > 1, podemos intercambiar dos renglones cualesquiera sin que
cambie el conjunto solucién. Se escribird F; <— F} para indicar que
los renglones j e ¢ se intercambian.

e Si se reemplaza un renglén cualquiera por un multiplo escalar no
nulo, el conjunto soluciéon no cambia. Se escribird aF; para notar tal
operacion.

e Sim > 1, un renglon cualquiera se puede reemplazar por el que resulte
de sumarle un multiplo escalar de cualquier otro rengléon. Usaremos la
notacion aF;+ F) para indicar que el renglén nimero j es reemplazado
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(e)

por lo que resulta de sumarle el renglén @ previamente multiplicado
por a.

Nota: Las “operaciones” anteriores son denominadas operaciones
elementales de renglon. También se deben tener en cuenta, si es
necesario:

e Si una ecuacién del sistema es inconsistente, todo el sistema lo es.

e Sim > 1y un renglén es nulo (ecuacién cero) el conjunto solucién es
el mismo del sistema que resulta eliminando tal renglén o ecuacién.

Formas escalonadas y forma escalonada reducida.
Una matriz (ampliada de un sistema) estd en una forma escalonada si
y solo si satisface:

i. No tiene renglones nulos por encima de un renglén no nulo.

ii. En cada renglén no nulo el primer nimero distinto de cero es 1 (se
denomina uno principal).

iii. Los unos principales estdn escalonados. Esto significa que para ren-
glones no nulos consecutivos el uno principal del renglén inferior estéa
en una columna situada hacia la derecha de la correspondiente al uno
principal del renglén superior.

La matriz estd en forma escalonada reducida si estd en forma escalo-
nada y en cada columna que contenga un uno principal las demas com-
ponentes son ceros.

En una forma escalonada ( o en la escalonada reducida) distinguiremos
dos clases de variables o incégnitas:

e Variables independientes (o libres): variables cuyas columnas no
tienen uno principal.

e Variables dependientes (o principales): variables cuyas columnas
tienen uno principal.

La presencia de variables libres indica que el sistema no tiene solucion
Unica.

Técnicas de eliminaciéon. Para resolver un sistema lineal trabajamos
con su matriz ampliada y la llevamos a una forma matricial tal que el
conjunto solucién sea relativamente facil de determinar. En particular,
formas matriciales adecuadas son las formas escalonada y escalonada re-
ducida. Para llevar la matriz a una de esas formas se aplica el algoritmo



de eliminacién de Gauss o de Gauss-Jordan (véase texto guia). En
el primer caso, se resuelve la 1ltima ecuacién no nula y se aplica susti-
tucion regresiva. En el segundo, no hace falta aplicar sustituciones y el
conjunto solucion se puede determinar facilmente.

Tenemos las siguientes posibilidades para el conjunto solucion:

1. Sistemas con solucidon tnica. Una forma escalonada es

1 Ci2 C13 ... Cip dl
0 1 Co3 ... Copn dg
0O 0 0 ... 1]d,
0O 0 0 ... 0]0
o 0 0 ... 0]0

Si el sistema es m X n se debe tener entonces m > n y la matriz
indicada arriba tiene m — n renglones nulos. Hay exactamente n unos
principales (uno en cada columna de las variables).

ii. Sistemas inconsistentes. En una forma escalonada o escalonada
reducida de la matriz ampliada el dltimo renglon no nulo es

000 ...01 1

iii. Sistemas con mas de una solucién. Son sistemas consistentes
tales que en una forma escalonada o escalonada reducida hay al menos
una variable libre (columnas de variables sin uno principal). En tal
caso, las variables libres pueden tomar valores arbitrarios sobre el
campo correspondiente y el sistema tendra un conjunto solucién in-
finito si el campo lo es (o finito si lo es el campo).

(g) Determinantes 2 x 2 y regla de Cramer. En el caso particular de un
sistema lineal
{66111'1 + a2y = by (15)

2171 + a22x2 = by

el sistema tiene solucion unica si, y solo si aqa90 — a1oa0; # 0. Tal escalar
es denominado determinante del sistema o de la matriz del sistema
a11 A12
A=
Q21 A22

. Lo notaremos como

11 Q12 11 Qai12
det(A) = det = = (11022 — 12021
Q21 Q22 Q21 Q22
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En caso de solucién dnica esta viene dada por (Regla de cramer)

by ai
by ag
€Ty = )
aix a2
a21 A2
a by
az bo
Tog = T——
aix a2
a21 A2
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