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Resumen de temas del parcial dos
I. Sistemas homogéneos y subespacios de R".

1. Definiciones basicas.

(a) Para el sistema lineal m x n:

AX =b (1)
el sistema homogéneo asociado es el sistema
AX — O]Rmxl (2)
(b) Sean vi,vo,...,vm,v € R", S C R" entonces
e Combinacion lineal. » es combinacion lineal de vy, v9, ..., v, s1 y solo
s1 existen escalares aq, as., ..., a,, € R tales que
U1 + Uy + + -+ + QpUy, = U (3)

La ecuacién (en los escalares ;) (3) es equivalente al sistema lineal n x m
con matriz ampliada

(wlol . ol 0T (4)

e Dependencia lineal. Los vectores vy, ve, ..., vy, son linealmente depen-

dientes (1.d) si y solo si existen escalares aq, as, ..., a,,, no todos nulos
tales que

U] + oo + - - + AUy = Ogn (5)

Es decir, existe una combinacion lineal nula no trivial de los vectores. La
ecuacion (5) equivale asi al sistema homogéneo n x m con matriz ampliada

0
0
vlol o |, (6)
0
e Independencia lineal. Los vectores vy, v, . . ., v, son linealmente inde-
pendientes si y solo s1 no son Ld.
e Un conjunto S es l.d s1 y solo si existen vectores up, ua, ..., ur € S que son

l.d. Seslisinoesld

e Subespacio. S es un subespacio de R", notado S < R", s1 y solo si es no
vacio y cerrado para las operaciones de espacio vectorial. Asi un subespacio
de R™ es un subconjunto de R™ que también es un espacio vectorial.
{(0,0,...,0)} ={ Omn} y R™ son subespacios (triviales) de R".

e S1 5= R" y V1, Vo, m € S, entonces M = {vy,v9,...,v;,} genera a S
s1 y solo s1 todo \ector de S es combinacion lineal de los elementos de M.



2. Resultados importantes.

e El conjunto solucion de un sistema homogéneo en R" es un subespacio de R".

e Toda soluciéon de un sistema lineal m X n consistente es de la forma v, + vy,
donde v, es una solucién particular cualquiera y vy es una solucion del sistema
homogéneo asociado.

e En un sistema homogéneo m x n, si n (nimero de variables) es mayor que
m (nimero de ecuaciones), entonces el sistema tiene soluciones no triviales
(infinitas en el caso de R™).

e Sivy,v,..., U, € R™, entonces

(a)
(b)

Sim =1, vy es 1d s1 y solo s1 vy es el vector nulo.

S1m > 1, los vectores son l.d s1 y solo si al menos uno de los vectores es
combinacion lineal de los demas. En particular, st m = 2, vy y vy son Ld
s1 y solo si uno de los dos es miiltiplo del otro.

Si m = n los vectores son 1d si y solo si det(v] vd ... %) = 0.
S1 m > n, los vectores son l.d.
El conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectores es un sube-

spacio de R". Se denomina subespacio generado por lo vectores. No-
tacion

(v, v9, ..., v) = {oqvy + @V + ... aUp|ag, ag, ... oy € R}

La interseccion de una familia cualquiera de subespacios (finita o infinita)
de R™ es también un subespacio.

En general, el subespacio generado por un conjunto es la interseccion de
todos los subespacios que contienen al conjunto. Si el conjunto es no vacio,
el subespacio generado es el conjunto de todas las combinaciones lineales
de elementos del conjunto. Para S, notamos el subespacio generado por S

como (S). En particular (@) = {(0,0,...,0)}

e Todo conjunto que contenga al vector nulo es .d

e Todo subconjunto de un conjunto l.i es L1 y todo superconjunto de un conjunto

l.d es 1.d.

3. Bases y dimension. Si S es un subespacio de R", una base para S es un conjunto
de generadores Li. Se tiene

e Dos bases para S tienen el mismo nimero de elementos. El nimero de elemen-
tos de una base para S es la dimension de S, notada dimg(S).

e Parai e {1,2,... n}, si ¢ denota al vector en el cual la componente nimero
i es 1 y las demas son ceros, entonces

Bs = {eq,€9,...,€n}

es una base para R". Esa es la base estandar. Asi, dimg(R") = n.



e {v1,vs,...,v,} es una base para R" si y solo si

(51

v
det(@Tol ...oT) =det | 2| #£0

n
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e Si dimg(S) = m, entonces si B = {vy,vs,...,v,} C S:
B es base de S si y solo si (B) =5 siysolosi B esli

e Si A e R™™, son equivalentes:

(a) A es invertible.

(b) Toda ecuacién AX = B, con B € R™7 tiene solucién tnica X = A 'B.
(incluye sistemas lineales).

(c) Las filas (o columnas transpuestas) de A son Li.
(d) las filas ( o columnas transpuestas) de A generan a R™.
(e) Las filas (o columnas transpuestas) de A forman una base para R".



Espacios de matrices.

1. Definiciones y notaciones basicas

(a) EI conjunto de las matrices m x n (m filas, n columnas) sobre el campo
K, se notara K™, Si A € K™" entonces para i € {1,2,...,m},j €
{1,2,...,n}:

o La componente de la fila i. columna j, se notara A(7, j) = a;;.
o Lafilaide Asenotara A; = (A(7, 1), A(4,2),.... A(i,n)) = (a;1, a0, . . . , Gip)-

e La columna j de A se notara

A(J) _ ( ]) _ @g;
A(mﬁj) (mj
(b) K™ es un espacio vectorial con las operaciones definidas por (A, B €
lexn1 a€ ]K)
(A+B)(i,5) = A(,j)+B(i,j) (1)
(2A)(i,j) = aAli,j) (2)

Es decir, en la adicion, se suman componente a componente y en la mul-
tiplicacion por escalares cada componente se multiplica por el escalar.

(c) Transposicion. Si A € K™ la matriz transpuesta de A, notada A
es la matriz en K"*™, defimda por

AT(i,5) = A(j,1), paratodoie {1,2,...,n},j€{1,2,...,m}.

Es decir, al transponer una matriz las filas de la transpuesta son las colum-
nas (transpuestas) de la matriz que se transpone.



(d) Producto matricial. Si A € K™" B € K"P entonces para i €
{1,2,...,m},j € {1,2,...p} se definen

(AB)(i,j) = A;BY = A; e (BD)" |

Nétese el siguiente esquema en torno a las condiciones requeridas para
que el producto matricial esté definido

A B
m X 0 n X

L

p

Figure 1: Producto matricial.

Es decir, el producto esta definido si el nimero de columnas de A (el
primer factor) es igual al de filas de B (el segundo factor). O, lo que
es lo mismo, que cada fila del primer factor esté en el mismo espacio
(tenga el mismo mimero de componentes) que las columnas transpuestas
del segundo factor ( en este caso, ese espacio es K"). Por ota parte, el
producto resultante es una matriz m x p; es decir, con tantas filas como
A, el primer factor, y tantas columnas como B, el segundo factor.

2. Propiedades basicas de las operaciones.
Km=m satisface las propiedades de espacio vectorial. Ademas, si las ope-
raciones que se indican en cada caso estan definidas se tiene, para
matrices A, By Cya€kK:

(A+B); = A +B,
(@A)i = ad;
(AT); = (A9
(AN = (4"

(A+B)YT = AT 4+ BT
()T = aAT
(AB); = AB
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(AB)(J') — ABWY (10)
(AB)" = B"A" (11)
a(AB) = (aA)B = A(aB) (12)
(AB)C = A(BC) (13)
AB+C) = AB+AC (14)
(A+B)C = AC+BC (15)

Debe notarse que el producto no es conmutativo. De igual manera puede
tenerse que un producto AB sea la matriz nula sin que alguna de las dos sea
una matriz nula.

3. Ecuaciones matriciales. Matriz identidad y matrices invertibles.

e Si A e K™" B e K™ ( es decir, con el mismo nimero de filas), la
ecuacion matricial AX = B equivale a p sistemas lineales AX? = B7,
con j € {1,2,...p}, los cuales pueden resolverse simultaneamente segin
el esquema

Gauss o Gauss-Jordan

(4lB) -

- (RIC),

donde R es una forma escalonada (o la forma escalonada reducida) de
Ay C es la matriz que se obtiene de B con las mismas operaciones que
originan R de A.

¢ Una ecuacion matricial de la forma XA = B, temendo A y B el mismo
numero de columnas, se puede transformar en una ecuacién como la an-
terior, aplicando transposicion. Queda entones

ATXT — BT

se resuelve hallando, si existe, X7 y luego se calcula X = (XT)T,

e Matriz identidad. Si n € N, la matriz identidad n x n es la matriz
I, tal que para todo i, j satisface

In(za]):(éij): {0 :: Z#i
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Se tiene que s1 A € K™*" entonces

Al, = A (16)
InA = A (17)

de modo que para matrices m x n, I, es neutro multiplicativo a
derecha e [, es neutro multiplicativo a izquierda. En particular,
s1 A € K™", entonces

Al =I,A=A (18)
Es decir, I, es neutro multiplicativo (uno matricial) en K"*".

Matrices invertibles. S1 A € K"*" A es invertible o no singular s,
y solo si existe B € K™*" tal que

AB=BA=1,.

Es suficiente y necesario con una sola de las condiciones AB = I, y
BA = [,. Si tal matriz existe es unica y se denomina la matriz Inversa

de A. Se nota A~1. Asi
B=A'“= AB=1,<= BA=1,< A=B\.

Por la unicidad, A es invertible si, y solo si la ecuacion AX = I, tiene
solucién tinica (la inversa de A). El esquema de calculo es entonces (s1 A

es mvertible
Gauss-Jordan

(Ajm)

o+ (In]A7Y),

ajn aq2

Caso 2 x 2. SiA:<

En tal caso,

), A es mvertible si, y solo si det(A) # 0.

azy a2

A1 — 1 (022 —012>
~ det(A) \—ay  a )’

Para matrices n X n con n > 2, el calculo de la inversa (o el determinar si
no es invertible) se hace resolviendo la ecuacion AX = I,,.

Propiedades de la inversa. Supongamos A, B € K™ matrices inver-
tibles y a # 0. Entonces A™', @A, AT y AB son invertibles y

(A1) = 4 (19)

(ad) = éA“ (20)
(AN = (A (21)
(AB)1 = B1A (22)



Las siguientes proposiciones son equivalentes ( A es una matriz cuadrada

nxn):

(a) A es mvertible.

(b) det(A) # 0.

(¢) La forma escalonada reducida de A es I,.

(d) Toda ecuacion matricial AX = B, con B € K™™, tiene solucion
tinica X = A™'B.

(e) Toda ecuacion XA = B, con B € K™, tiene solucién tnica
X =BA".

(f) Todo sistema lineal AX =b, b € K™ tiene solucién tnica.

(g) Todo sistema homogéneo AX = ( tiene como tnica solucion la
solucion trivial (el vector nulo).



