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4. Norma vectorial, ortogonalidad

e Sive R,

o]l = VTOT = \f03 + 03 + -+ + 02 (7)
e Propiedades basicas. Si v,w € R", a € R, entonces:

o]l =0, [v]| =0 <= v=(0,0,...,0)
ol = [a o]
wew| < |v|lw|| Desigualdad de Cauchy- Schwarz
v+ w| < ||v]| + ||w| Desigualdad triangular

¢ Angulo entre vectores. Si v, w son vectores no nulos en R”, el dngulo entre
los dos es el 1inico dngulo ¢ € [0, 7] tal que

vew

Cos(f) = TolTel (8)

¢ Dos vectores no nulos son perpendiculares si y solo si el angulo entre los dos
es g'r'ad. (90°).
e Dos vectores cualesquiera v, w € R™ son ortogonales si y solo si v ew = 0.
e Si v, w son no nulos y # es el dngulo entre los dos, entonces 6 es:
(a) Agudo, siy solosivew > 0.
(b) Recto, siy solo so vew = 0.
(¢) Obtuso, si y solo si vew < 0.

e Si S CR" S +#0, el complemento ortogonal de S es el conjunto de todos
los vectores de R™ que son ortogonales a todos los elementos de S. Se nota S+
y es un subespacio de R™.




e Si S = {v1,v9,...,U,} es un conjunto finito, entonces S+ es el subespacio

solucién del sistema homogéneo m x n con matriz ampliada
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’U20
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e En particular, {(0,0,...,0)}* = R". Y siv # 0, entonces {v}* tiene dimensién

n — 1. En particular, si (a,b) # (0,0), entonces

{(aa b)}L = ((—b, a)) = <(b* _a)>

es el espacio de todos los vectores ortogonales al vector (a,b).

e Siv = (v1,v9,v3),w = (wy,ws,w3) son vectores Li de R3 entonces el comple-

mento ortogonal del conjunto formado por tales vectores; es decir, el espacio

de todos los vectores ortogonales a ambos, es generado por el producto cruz

V2 U3 U1 vUs v U2
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e Un vector v € R" es vector unitario si y solo si ||v|| = 1. Siv # (0,0,...,0),

el vector )
Uy = | — | v 9
(uvu) ®)

es unitario v se denomina vector unitario direccional de v o, simplemente,

direccién de v. Dos vectores no nulos v, w son paralelos, notado v || w, si y

s0lo si Uy = FUy.

e Siv,we R" — {Ogn}, son equivalentes.

(a) v || w.

(b) v y w son miltiplos escalares (no nulos) uno del otro.

(c) El dngulo entre v y w es 0 o m (180°).

II. Vectores en R? y R®

1. Segmentos dirigidos. Para n € {1,2,3}, £, denotard al espacio geométrico n—
dimensional. Asi, &, & y & denotan, respectivamente, la recta, el plano y el espacio
tridimensional euclidianos. Existe una correspondencia biunivoca (biyeccién) entre
el espacio geométrico &, y el espacio algebraico R", la cual se consigue mediante la
introduccion de un sistema de coordenadas n— dimensional.

(a) Unsegmento dirigido en &, es un par ordenado de puntos (P, (). La magnitud
de un segmento dirigido (P, Q) es la distancia de P a Q). Si P=() se tiene un
segmento dirigido nulo. Para un segmento dirigido (P, @), con P # @, la
direccion estd dada por los dngulos formados con las direcciones positivas de
los ejes coordenados.




(b)

Dos segmentos dirigidos son equivalentes si son ambos nulos o, en caso de no
serlo, tiene igual magnitud y direccién. La clase de equivalencia de un segmento
dirigido (P, Q) es el conjunto de todos los segmentos equivalentes a (P, Q). Se
tiene el resultado:

(P.Q)=(R,S) = Q-P=S—R

donde identificamos los puntos con sus coordenadas. Asi, describimos todo
elemento de la clase por medio de un vector @ — P en R? o R2. Cada elemento
de la clase es un representante de la misma El representante o representacién
regular es el representante con punto inicial en el origen. La magnitud v la
direccién de los elementos de la clase (representantes de la clase) corresponden
a la norma y a la direccién (vector unitario) del vector que describe la clase.

Para todo vector v € R" se tiene v = ||v||lu,, donde u, es el vector unitario

direccional (direccién) de v y ||v| = Vv ew.

Si v, w son vectores no nulos en R™, el dngulo entre ellos es el 1inico angulo

0 € [0, 7] tal que
vew

[l

Para n = 2,3 es el menor dangulo que forman las representaciones regulares de
vy w.

cosfl = (10)

2. Paralelismo y ortogonalidad..

(a)

(b)

Siv,we R" — {0}, n= 2,3, entonces

v||lw = u,==u, (11)
— w=av,a#0 (12)
<= El dngulo entre los doses 0 o 7 (13)
vlw <= El dngulo entre los dos es g (14)
— vew=0>0 (15)

Colinealidad:
Tres puntos distintos P, @Q, R € &€, son colineales <= PR — al@

3. Ecuaciones vectoriales de rectas: Dados un punto P y un vector v, paralelo a
la recta (un vector no nulo tal que todo representante anclado en un punto de la
recta queda contenido en la misma) una ecuacién vectorial para la recta es

S=P+tv,t R, (16)

donde S es un punto variable ( (z,y) o (z,y, 2), segiin el espacio geométrico).

. Las coordenadas de los puntos que dividen a un segmento dado PQ en n partes

iguales (n > 2) vienen dadas por (ver figura 1)
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Figure 1: Coordenadas de P;.

R:p+%@, para i=1,2,...,n—1. (17)

5. Ecuaciones de planos.

Ecuacion vectorial: Si P es un punto del plano y v, w son un par de generadores
del plano ( dos vectores no nulos y no paralelos entre si, pero paralelos al plano)
una ecuacién vectorial para el plano es

S=P+tv+sw,t,selR (18)

Ecuacién cartesiana: Si n = (a,b, ¢) es una normal al plano indicado (un vector
no nulo ortogonal a todo vector paralelo al plano), una ecuacién para el plano es

neS—=nepP (19)
Si P(x,, Y0, 20) ¥ axg + byg + c2p = ne P = d la ecuacién (19) se convierte en
ar+by+cz=d (20)

Si v y w son generadores del plano, entonces toda normal al plano es de la forma
a(v x w), con a # 0.

7. Areas, perimetros, angulos interiores de un tridangulo.

Si P,Q vy R son puntos no colineales en &, entonces son los vértices de un triangulo.

En la figura 5 se tiene

p<]
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e 0 es el angulo entre los vectores Iﬁ v PR (o entre Cﬁ y }ﬁ) por lo que

cos 0 = m hd 17&
IPQ||PR||

e El perimetro del tridngulo es ||I@|| + ||ﬁ|| + II@"

e Para el area, a, del tridngulo, tenemos varias opciones, en la primera de ellas
h, la altura, es la distancia de R a la recta que pasa por Py Q:

IPQ|h
2
IPQ|||| PR||Sen 6
2
IPQ x PR
2

En la 1dltima opcidn, si los puntos estan en el plano (&), se puede identificar
el plano con el subespacio {(z,y,0)|z,y € R} < R?




