6/11/2015 Progresion aritmética - Wikipedia, la enciclopedia libre

[ I 4 [ r ®
Progresion aritmeética
De Wikipedia, la enciclopedia libre
En matematicas, una progresion aritmética es una sucesion de numeros tales que la

diferencia de dos términos sucesivos cualesquiera de la secuencia es una constante, cantidad (5) () (1) (@) (@) () (38)
llamada «diferencia de la progresion», «diferencia» o incluso «distancia. |

Por ejemplo, la sucesion matematica: 3, 5, 7, 9... es una progresion aritmética de cuadro e
, ., . L. [LEFL T

constante 2. Asi como: 5;2;—1; —4 es una progresion aritmética de constante «—3». s
Erdi-00

a,*a % a, +a, = 2a =cle
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Término general de una progresion aritmética

El término general de una progresion aritmética es aquel en el que se obtiene cualquier término restandole la diferencia al
término siguiente. El término de una progresion aritmética es la expresion que nos da cualquiera de sus términos, conocidos
alguno de ellos y la diferencia de la progresion. La férmula del término general de una progresion aritmética es:

a, =a; +(n—1)d

Donde d es un nimero real llamado diferencia. Si el término inicial de una progresion aritmética es (1 y la diferencia comun
es ¢, entonces el término 71-€simo de la sucesion viene dada por

a + nd, n=0,1,2,.. siel término inicial se toma como el cero.
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a -+ (n — l)d n=1,2,3,...siel término inicial se toma como el primero.
La primera opcion ofrece una formula mas sencilla, ya que es comin en el lenguaje el uso de "cero" como ordinal.
Generalizando, sea la progresion aritmética:

11,2 ,a3, ..., Ay ..., @y de diferencia

tenemos que:

az =a; +d
az = az+d

Ap—1 = Gn_o+ d
p = Qp—1 + d

sumando miembro a miembro todas esas igualdades, y simplificando términos semejantes, obtenemos:
a, =a; +(n—1)d )

expresion del término general de la progresion, conocidos su primer término y la diferencia. Pero también podemos escribir

el término general de otra forma. Para ello consideremos los términos @x, y @y (711 <2 11) de la progresion anterior y
pongéamolos en funcion de 11:

apm =a; + (m—1)d
a, =a; +(n—1)d

Restando ambas igualdades, y trasponiendo, obtenemos:
an = Ay + (N —m)d (D)

expresion mas general que (I) pues nos da los términos de la progresion conociendo uno cualquiera de ellos, y la diferencia.
Dependiendo de que la diferencia ¢ de una progresion aritmética sea positiva, nula o negativa, tendremos:
d>0: progresion creciente. Cada término es mayor que el anterior.
= Ejemplo: 3,6,9,12,15,18... (d = 3)
d=0: progresion constante. Todos los términos son iguales.
s Ejemplo: 2,2,2,2,2...(d = ()
d<0: progresion decreciente. Cada término es menor que el anterior.

= Ejemplo: 5,3, 1,-1,-3,-5,-7...(d = —9)
https://es.wikipedia.org/wiki/Progresi%C3%B3n_aritm %C3%AStica 2/8


https://es.wikipedia.org/wiki/N%C3%BAmero_ordinal

6/11/2015 Progresion aritmética - Wikipedia, la enciclopedia libre

Interpolacion de términos restantes

Interpolar & términos diferenciales entre dos niimeros @ y f dados, es formar una progresion aritmética de ; 4 2 términos,
siendo @ el primero y § el ultimo. El problema consiste en encontrar la diferencia ¢ de la progresion.

Apliquemos (I), a,, = a,,, + (n — m)d, teniendo en cuentaque @ = A, b =qa,.n =k +2ym =1

b=a+(k+2-1)d

b=a+(k+1)d

de donde, si despejamos d:

b—a (1)
k+1

d =

Por ejemplo, queremos interpolar 3 términos diferenciales entre 2 y 14. Calculamos la diferencia de la progresion segiin
(II) haciendoa=2,b=14, k=3

14 -2
d= 3+1
d=3

Los términos a interpolar seran gy, = 5, a3 = 8, yay = 11.

Ahora ya tenemos la progresion aritmética pedida:

2,5,8,11, 14

Suma de términos de una progresion aritmética

Consideraremos en primer lugar algunas propiedades de la suma de términos de una progresion aritmética. En particular
nos fijaremos en la suma de los dos términos extremos, el primero y el Gltimo, asi como en la suma de aquellos cuyos
lugares sean equidistantes de los extremos de la progresion. Seguidamente estudiaremos el término central de una
progresion aritmética con un nimero impar de términos. Finalmente se generalizara a todos los términos de la progresion.

Suma de los dos términos extremos, y suma de los términos equidistantes de aquéllos

Sea la progresion aritmética de diferencia d :
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fy,0dg,d3," ", dp_92,0p1,0y

Sumemos el primer y ultimo términos:

a; + a, = a; + (a; + (n — 1)d)

a; + a, = 2a; + (n—1)d Iv)

Veamos ahora la suma de dos términos equidistantes de los
extremos. Estos seran de la forma €114 y p—j, siempre que

(n—k)>0.
Aplicando (I)

A = ay + kd

Ap—p =01 +(n—k—1)d

Sumamos y obtenemos:

Aypk + Qngp = 201 + (n — 1)d

el mismo resultado que el obtenido para 1 4 €.

OIOIOIICICHC)

2 x20=40

15+25=40

— 10+30=40 —

5+ 35=40

a,+ta = a,, +a, .= 2a =cte

Arriba se han escrito los siete primeros términos de la
progresion aritmética de término general a, = 5n. Se
comprueba que la suma de los términos primero y ultimo es
igual a la suma de dos términos equidistantes a éstos, e igual
al doble del término central. Esta importante propiedad va a
permitir determinar la suma de todos los términos de una
progresion aritmética, por grande que ésta sea.

Concluimos por tanto que la suma del primer y ultimo términos de una progresion aritmética es igual a la suma de dos

términos equidistantes de los extremos:

1 + iy = 14k +

El término central de una progresion aritmética

En una progresion aritmética con un numero impar de términos, término central a, es aquél que por el lugar que ocupa en

la progresion equidista de los extremos a; y a,, de ésta.

Sea la progresion aritmética a;, ay, as,...., ac,...., .0, -1, a, de diferencia d, y término central a.. De acuerdo con la

expresion del término general en ()

a. =a;+ (c—1)d
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pero para el término central

sustituimos este valor de ¢ y resolvemos:

n—1 V)
5 d

e = a1 +
y comparando con (IV) es evidente que:

a, + a, = 2a,
Resumiendo, hemos demostrado que:

] +0ap = Qi4g T Ap—f = 2a. = cte (VD
Esta propiedad nos va a permitir calcular la suma de todos los términos de una progresion aritmética.

Se considera una subprogresion que empieza en el término de orden m hasta el de orden n, hay un niimero impar de

términos. Luego la media aritmética de los términos de la subprogresion es igual a su término central.
Por ejemplo, la progresion cuyos términos son lo impares de 1 en adelante. Tomese la subprogresion 7,9,11,13,15. La

media aritmética es (7+9+11+13+15)/5 = 11 = término central.!

Suma de todos los términos de una progresion aritmética

La suma de los términos en un segmento inicial de una sucesion aritmética se conoce a veces como serie aritmética. Existe
una féormula para las series aritméticas. La suma de los n primeros valores de una sucesion finita viene dada por la féormula:

o nlay 4 ay)
2=

donde 11 es el primer término y 1, el tltimo. Demostrémoslo.

Sea una progresion aritmética de término general @y, y de diferencia d:

T
Ztlg:a.l-|-a.2-|-a.3-|-----|—a.c—|—----|-t1n—z-|—ﬂ~n—1+ﬂn

=1
aplicando la propiedad conmutativa de la suma:
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Y@=t Gt At A+ @t
i=1

Sumando miembro a miembro las dos igualdades anteriores, y aplicando la propiedad asociativa de la suma:

n

23" a; = (a14ay)+(a2+an—1)+(a3+an_2)+ - +2ac+- - -+ (an_ota3)+(an_1+az)+(an+a;)
=1

pero segun IV, y segiin VI sabemos que todas las sumas indicadas entre paréntesis tienen el mismo valor que 11 + €, de
manera que:

2 Z a; = nlay + ay,)
i=1
e ay + a, (VID)
Y a=n———
i=1 2

ya tenemos la suma de todos los términos de una progresion aritmética conociendo sus términos extremos, y el numero total
de aquéllos. La utilidad de (VII) se comprende mejor cuando nos las vemos con un nimero muy grande de términos en una
progresion. Por ejemplo, ;cuanto suman los cien mil primeros multiplos positivos de 5? El resultado es inmediato:

ay =9

a, = 500.000

n = 100.000

Sy = 100.00(1@

S, = 2,500025 - 10"

mas de veinticinco mil millones, y lo hemos calculado en cinco segundos.

Asi también, para hallar la suma de los # primeros enteros positivos:
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n(n+ 1)

1+424+---4+n= 5

lo que también se conoce como niimero triangular.

Una historia muy conocida es la del descubrimiento de esta formula por Carl Friedrich Gauss cuando su profesor de tercero
de primaria pidi6 a sus alumnos hallar la suma de los 100 primeros nimeros y calcul6 el resultado de inmediato: 5050.

Esto se puede explicar mas detalladamente:

S=1+24+3+..+(n=-2)+(n—-1)+n

S=n+ (n — 1) + (n — 2) + ...+ 3 4+ 2 + 1 (por la propiedad conmutativa de la suma, se pueden
expresar los sumandos en este orden)

S=n+1)+n+1)+(n+1)+..+(n+ 1)+ (n+ 1)+ (n + 1) (hay n/2 sumandos al

sumar los términos anteriores, el n con el 1, el n-1 con el 2, etc)
S=(n/2)(n+1)

S=n(n+1)/2

En el caso del problema de Gauss, 7 vale 100 y S=100-101/2 = 5050.

Progresion aritmética de segundo grado

Considerando la sucesion 1,3,6,10,15,21,...

la sucesion de la diferencia de términos consecutivos es 2,3,4,5,6. Se llama denota como D, sefiala las primeras
diferencias.
la sucesion de las primeras diferencias es 1,1,1,1, que se ha estabilizado.

Definicion
Cuando la diferencias de las primeras diferencias se estabilizan, la sucesion dada se llama progresion de segundo grado 2
Citas y referencias

1. Gonzilez- Mancill: Algebra elemental moderna
2. Sadosky: Célculo numérico y grafico

Véase también
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= Progresion geométrica

Referencias

= Weisstein, Eric W. «Arithmetic progression» (http://mathworld.wolfram.com/ArithmeticProgression.html). En
Weisstein, Eric W. MathWorld (en inglés). Wolfram Research.

Enlaces externos

Ejercicios con progresiones aritméticas (http://www.ematematicas.net/sucesiones.php?a=&tipo=parit)
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