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FILA A, Tiempo máximo: 100 minutos

SOLUCIÓN

1. a) [1.0 pts] Considere la función f(t) =
{
2t, si 0 ≤ t < 2,
4, si t ≥ 2.

Calcule detalladamente L{f(t)}.
Solución:

f(t) = 2t+ (4− 2t)U(t− 2) = 2t− 2 (t− 2)U(t− 2).

Luego

L{f(t)} = 2L{t} − 2L{(t− 2)U(t− 2)}

= 2
1

s2
− 2e−2sL{t}

= 2
1

s2
− 2e−2s 1

s2
.

b) [1.0 pts] Calcule detalladamente, usando el teorema de convolución, L−1
{

1

s2 (s+ 2)

}
.

Solución:

L−1
{

1

s2 (s+ 2)

}
= L−1

{
1

s2
· 1

s+ 2

}
= L−1

{
1

s2

}
∗ L−1

{
1

s+ 2

}
= t ∗ e−2t

=

∫ t

0
τe−2(t−τ)dτ

= e−2t
∫ t

0
τe2τdτ

= e−2t

(
τ
1

2
e2τ
∣∣∣∣t
0

−
∫ t

0

1

2
e2τdτ

)

= e−2t

(
t

2
e2t − 1

2
· 1
2
e2τ
∣∣∣∣t
0

)

= e−2t
(
t

2
e2t − 1

4

(
e2t − 1

))
=
t

2
− 1
4
+
1

4
e−2t.

2. [1.0 pts] Encuentre la solución y = y(t) del problema de valor inicial

y′ + 2y = f(t), y(0) = 0,

donde la f(t) es la función dada en la pregunta 1a).
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Solución: Sean y = y(t) la solución del problema de valor inicial y Y (s) = L{y(t)}. Aplicando la
transforma de Laplace a la ED, se obtiene

L
{
y′(t)

}
+ 2L{y(t)} = L{f(t)} .

Ahora se usa la propiedad L{y′(t)} = sY (s)− y(0)︸︷︷︸
=0

y el resultado de la parte 1a):

sY (s) + 2Y (s) = 2
1

s2
− 2e−2s 1

s2

(s+ 2)Y (s) = 2
1

s2
− 2e−2s 1

s2

Y (s) = 2
1

s2 (s+ 2)
− 2e−2s 1

s2 (s+ 2)
.

Como y(t) = L−1 {Y (s)}, se sigue del resultado del incíso 1b) y del segundo teorema de traslación
(o teorema se traslación en t) que

y(t) = L−1 {Y (s)}

= 2L−1
{

1

s2 (s+ 2)

}
− 2L−1

{
e−2s

1

s2 (s+ 2)

}
= 2

(
t

2
− 1
4
+
1

4
e−2t

)
− 2

(
t

2
− 1
4
+
1

4
e−2t

)
t7→t−2

U(t− 2)

= 2

(
t

2
− 1
4
+
1

4
e−2t

)
− 2

(
t− 2
2
− 1
4
+
1

4
e−2(t−2)

)
U(t− 2).

3. [2.0 pts] Encuentre la solución f(t) de la ecuación integral

f(t) =

∫ t

0
e2y(t− y)dy +

∫ t

0
4yf(t− y)dy.

Solución: Sean f(t) la solución de la ecuación integral y F (s) = L{f(t)}. Aplicando la transforma
de Laplace a la ecuación, se obtiene

L{f(t)} = L
{∫ t

0
e2y(t− y)dy

}
+ 4L

{∫ t

0
yf(t− y)dy

}
. (1)

Ahora, note que ∫ t

0
e2y(t− y)dy = e2t ∗ t y

∫ t

0
yf(t− y)dy = t ∗ f(t).

O sea que (1) se puede escribir como

L{f(t)} = L
{
e2t ∗ t

}
+ 4L{t ∗ f(t)} .

Aplicando el teorema de convolución, se sigue de esta última ecuación que

F (s) = L
{
e2t
}
L{t}+ 4L{t}F (s)

=
1

s− 2 ·
1

s2
+ 4

1

s2
F (s).
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Despejando F (s):

F (s)− 4

s2
F (s) =

1

s− 2 ·
1

s2(
s2 − 4
s2

)
F (s) =

1

s− 2 ·
1

s2

F (s) =
1

(s2 − 4) (s− 2) =
1

(s− 2) (s+ 2) (s− 2) ,

luego

F (s) =
1

(s− 2)2 (s+ 2) .

Como f(t) = L−1 {F (s)}, se sigue del teorema de convolución que

f(t) = L−1
{

1

(s− 2)2
1

s+ 2

}
= L−1

{
1

(s− 2)2

}
∗ L−1

{
1

s+ 2

}
=

(
e2tL−1

{
1

s2

})
∗ e−2t

=
(
e2tt
)
∗ e−2t.

Calculando la convución, resulta

f(t) =
(
e2tt
)
∗ e−2t

=

∫ t

0
e2ττe−2(t−τ)dτ

= e−2t
∫ t

0
τe4τdτ

= e−2t

(
τ
1

4
e4τ
∣∣∣∣t
0

−
∫ t

0

1

4
e4τdτ

)

= e−2t

(
t

4
e4t − 1

4
· 1
4
e4τ
∣∣∣∣t
0

)

= e−2t
(
t

4
e4t − 1

16

(
e4t − 1

))
.

Así, la solución de la ecuación integral es

f(t) = e−2t
(
t

4
e4t − 1

16

(
e4t − 1

))
.
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