
INTRODUCCIÓN A LA BOSONIZACIÓN

JERESON SILVA VALENCIA

Topicos
1. Conceptos básicos.

2. Modelo de Hubbard.

3. Modelo de Heisenberg.

4. Resultados experimentales.



CONCEPTOS BÁSICOS
Un conjunto de átomos ( 23Na o 6Li ) es una colección de entidades indistinguibles, lo cual 
implica que la función de onda del sistema debe ser insensible ante los intercambios de 
partículas. Es decir 

ܲΨ ଶ ൌ Ψ ଶ

donde  es la función de onda y P es una permutación entre partículas.
Las posibles soluciones son:

ܲΨ ൌ Ψ para todo P La función de onda es “SIMETRICA” 
Estadística de 
Bose‐Einsteini)

ii) ܲΨ ൌ ൜ Ψ			si	P	es	par	
െΨ				si	P	es	impar

La función de onda es  “ANTISIMETRICA”  Estadística de 
Fermi‐Dirac

Principio de exclusión de Pauli

Existe una conexión intima entre la estadística de un sistema de partículas y el espín intrínseco 
de cada una de ellas

݊݅ݏܧ ൌ ൜ Entero		 → Estadística	de	݁ݏܤ െ ݊݅݁ݐݏ݊݅ܧ → 	Fotones,	mesones	π, ݁ܪ4
Semiെentero	 → ݅݉ݎ݁ܨ	݁݀	ܽܿ݅ݐݏí݀ܽݐݏܧ െ ܿܽݎ݅ܦ → 	e݈݁ܿݏ݁݊ݎݐ, ,ݏ݈݁݊݁ܿݑ݊ ݁ܪ3

unidades	de	



Para un sistema de partículas indistinguibles se puede probar las siguientes relaciones

ܸܲ
݇ܶ

ൌ
1
ܽ݊ܮ 1  ఉఌି݁ݖܽ

ఌ

ܰ ൌ
1

ଵ݁ఉఌିݖ  ܽ
ఌ

ܧ ൌ
ߝ

ଵ݁ఉఌିݖ  ܽ
ఌ

݊ఌ ൌ
1

ଵ݁ఉఌିݖ  ܽ donde  ݖ ൌ ݁
ఓ
ಳ்ൗ es la fugacidad y  el potencial químico.

ߚ ൌ
1
݇ܶ  Representa el espectro de energía de una partícula

ܽ ൌ ൝
െ1																												BoseെEinstein
0																								MaxwellെBoltzman

1																							FermiെDirac

Consideremos la siguiente cantidad para un sistema de N partículas indistinguibles en un 
volumen V a una temperetura T 
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es la longitud de onda térmica

݀ ൌ
ܸ
ܰ

ଵ ଷ⁄

distancia media entre partículas
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ܰ
ܸ ߣ

ଷ ൌ ቐ
→ 0 ߣ ≪ ݀

p݁݁ݑݍñ ߣ ൏ ݀
∼ ߣ					1 ∼ ݀

Para un gas de Bosones libres  podemos calcular el calor específico (a=‐1)
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Se obtiene



Para un gas de Fermiones libres  podemos calcular el calor específico (a=1)

ܥ
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ൌ
ଶߨ

2
݇ܶ
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Para T‐> 0, tenemos que 
ܰ
ܸ ߣ

ଷ → ∞ ߣ  ݀
El gas esta completamente 
degenerado
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ൌ ܰLa energía de Fermi se define como 

ଶ=(ߝ)ܽ
య

ଶߨ4 ௗ
ௗఌ

En 3D la densidad de estados es 



Se encuentra que 
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La energía interna y la presión a T= 0 son

ܷ
ܰ ൌ

3
5Ԫி ܲ ൌ

2
5
ܰ
ܸ Ԫி

Que sucede si tenemos un sistema de fermiones interactuantes?

Gas de 
Fermi  interacciones

Líquido de 
Fermiones 
con el mismo 
espectro

Teoría de Líquido de Fermi

Excitaciones son un gas de 
cuasipartículas que 
obedecen F‐D y cuyo 
número es igual al 
número de partículas.

La teoría de líquidos de Fermi describe los estados de baja energía ( base + excitaciones (p‐h)) 
de un sistema de fermiones interactuantes.



Para el calor específico tenemos
ሚܥ
ܥ

ൌ
݉∗

݉
Para el  3He se tiene que m*=3.0m

3D
1D
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D. Johnston, et al, 

PRB 35, 219 (1987).

MnNi(NO2)4(en)2

R. Feyerherm, et al, JPCM 13, 2639 (2001).



El modelo de Hubbard:

ܪ ൌ െݐ ,ఙܥ
றܥାଵ,ఙ  ݄. ܿ  ܷܥ↑றܥ↑	ܥ↓

றܥ↓
,ఙ

,	ఙܥ ᇲఙᇲܥ ൌ 	 ఙܥ
ற	, ᇲఙᇲܥ

ற ൌ 0 ,ఙܥ ᇲఙᇲܥ
ற ൌ 	 ఙ,ఙᇲߜ,ᇲߜ

Describe materiales como 
SrCuO2, Sr2CuO3, V2O3

ϯఙܥ ൌ
݁

ܮ



ିଵ

ϯఙܥ ఙܥ ൌ
݁ି

ܮ



ିଵ

ఙܥ

Condiciones de Frontera periódicas

݇ ൌ
ߨ2
ܮ ݊; n ൌ 0,േ1,… ,

ܮ
2

Sin interacciones  se puede diagonalizar el Hamiltoniano

ܪ ൌ െݐ	 ାଵఙܥϯఙܥ  ݄. ܿ
ఙ

ൌ െ2ݐ	cos	ሺ݇ሻ


ఙܥϯఙܥ ൌ߳ሺ݇ሻܥϯఙܥఙ


Tiene solución exacta por medio del 
Bethe Ansatz.



La superficie de Fermi viene dada por : 
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ି
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ߨ
2
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Para ܷ ≪ ,	ݐ la teoría de perturbaciones permite descartar contribuciones de altas
energías, por lo tanto solo nos quedamos en el subespacio de bajas energías.

Permitiendo que k tome valores  entre ‐∞ y ∞ obtenemos:

Modelo con relación de dispersión lineal.

,	ఙܥ ᇲఙᇲܥ ൌ ሼܥϯఙ	, ܥ
ϯ
ᇲఙᇲሽ ൌ 0

ሼܥఙ	, ϯᇲఙᇲሽܥ ൌ ఙ,ఙᇲߜ,ᇲߜ



Nosotros definimos los operadores de campo

߰ ݔ ൌ
1
ܮ
 ݁௫ܥ

ାஶ

ୀିஶ
߰ϯ ݔ ൌ

1
ܮ
 ݁ି௫ܥϯ

ାஶ

ୀିஶ

߰ ݔ  ܮ ൌ ߰ሺݔሻ

Se puede mostrar:

߰ ݔ ,߰ ݕ ൌ ߰ϯ ݔ , ߰ϯ ݕ ൌ 0

߰ሺݔሻ, ߰ϯ ݕ ൌ
1
ܮ
݁௫ܥ


,
1
ܮ
݁ି௬ܥϯ


ൌ
1
݁௫ି௬ܮ ,ܥ ϯܥ
,

߰ሺݔሻ, ߰ϯ ݕ ൌ ݔሺߜ െ ሻݕ

ܥ ൌ
1
ܮ
න ௫ି݁	ݔ݀
/ଶ

ି/ଶ
߰ሺݔሻ

La transformada inversa viene dada por :



Espacio de Hilbert

݇ ൌ 0
Nosotros iniciamos con el estado vacío |0ۧ, el cual es el «
mar de Dirac » que contiene un número infinito de
fermiones ocupando todos los estados con ݇	 ∈ ሺെ∞, 0ሿ
ó
݇ ൌ ଶగ


, 									݊ ൌ 0,െ1, െ2

|0ۧܥ ൌ 0, 			݇  0 ϯ|0ۧܥ ൌ 0, 			݇  0

El espacio de Hilbert Ȟ abarca todos los estados que pueden ser generados al aplicar un 
número finito de veces ܥ y ܥϯ sobre |0ۧ

ܰ ൌ  ܥϯܥ െ ܥϯܥ 


	െ  ൌ 0 	െ	 0 

:ABCD:→ Ordenamiento normal de la cadena de operadores ABCD 

: ܥϯଵܥ	
ϯ
ଶܥଷܥସ ∶	ൌ െܥϯଶܥସܥ

ϯ
ଵܥଷ

ܰ ൌ : :		ܥϯܥ		


݇ଵ  0, ݇ଶ  0, ݇ଷ0, ݇ସ 0



Operadores densidad:

ߩ ݍ ൌ 	 ܥϯାܥ	


	; ݍ											 ് 0

ϯߩ ݍ ൌ 	ܥϯାܥ


ϯ

ൌ	ܥϯܥା ൌ  ܥϯିܥ	
ା

ൌ ሻݍሺെߩ


Definimos los operadores de fluctuación de densidad (operadores densidad) como una 
combinación lineal de operadores que crean excitaciones partícula‐hueco. 

Note

: 	߰ϯ ݔ ߰ ݔ ∶		ൌ 	 ଵ

∑ ݁ି ି ௫∶		ܥϯܥ:, ൌ ே


 ଵ


∑ ݁ି௫ஷ ሻݍሺߩ

También

Ahora vamos a calcular los conmutadores:

	 ߩ	  , ሻݍሺߩ ൌ 	ܥϯାܥ	, 	ᇲܥϯᇲାܥ	
ᇲ

ൌ ,		ܥϯାܥ	 ᇲܥϯᇲାܥ
ᇲ

ൌ  ܥϯାାܥ	 	െ	ܥϯା ିܥ


	݅ݏ ് െݍ			 → 		 ߩ	  , ߩ ݍ ൌ ܥϯାାܥ


	െ ିܥϯାܥ ൌ 0




	݅ݏ ൌ െݍ			 → 	 ߩ	  , ߩ െ ൌ ∑ ܥϯܥ െ	ܥϯି ିܥ = ‐ 
ଶగ  ݀݇

ି ൌ െ 
ଶగ

ߩ	  , ߩ ݍ ൌ െ
ܮ
ߨ2 ,ିߜ

Parece una relación de conmutación de bosones !!

ܾ ൌ
ߨ2
ݍܮ ߩ	 െݍ 				ሺݍ  0ሻ ܾϯ ൌ

ߨ2
ߩ	ݍܮ ݍ 				ሺݍ  0ሻ

ܾ, ܾϯᇲ ൌ
ߨ2
ݍܮ ߩ	 െݍ 	,

ߨ2
ߩ	ᇱݍܮ ᇱݍ ൌ

ߨ2
ܮ ᇱݍݍ

ߩ െݍ 	, ߩ ᇱݍ ൌ ,ᇲߜ

ܾ, ܾᇲ ൌ ܾϯ	, ܾϯᇲ ൌ 0

ߩ ݍ ൌ
			

ݍܮ
ܾ		ߨ2

ϯ
										ݍ  0

				
ܮ ݍ
ߨ2 ܾି ݍ ൏ 0

Definiendo

Entonces



: 	߰ϯ ݔ ߰ ݔ ∶				ൌ ே

 ଵ


∑ ݁ି௫ஷ ሻݍሺߩ ൌ ே


 ଵ

ଶగ
∑ வݍ 	 ݁௫ܾϯ  ݁௫ܾ

ܾ, ܰ ൌ 0 ܾϯ, ܰ ൌ 0

ܾ|ܰۧ ൌ
ߨ2
ݍܮ ߩ		 െݍ |ܰۧ ൌ

ߨ2
ݍܮ 		 ܥϯିܥ	



|ܰۧ ൌ ,ݍ			∀								0 ܰ

|ܰۧ 		 ∈ ேܪ				 										→ 										 |ܰۧ ൌ ݂ሾሼܾϯሽሿ|ܰۧ

Se puede mostrar que 

i)

ii)

iii)

iv)

Factores de Klein

Espacios de Hilbert con diferente número de partículas, no pueden ser conectados con
ܾϯ, ܾ y ܰ. Pero operadores fermiónicos de creación o destrucción pueden hacer esto.

,ܨ ܾϯ ൌ ,ܨ ܾ ൌ ,ϯܨ ܾϯ ൌ ,ϯܨ ܾ ൌ 0

ϯ|ܰۧܨ ൌ |ܰ  1ۧ ۧܰ|ܨ ൌ |ܰ െ 1ۧ

݅ሻ		ܨ	ݏ݁	݅ݎܽݐ݅݊ݑ			 → 	 ଵିܨ ൌ ϯܨ ݅݅ሻ ,ܨ ܰ ൌ ܨ ݅݅݅ሻ ,ϯܨ ܰ ൌ െܨϯ



Operadores de creación y destrucción
¿Cómo se expresa el operador ߰ ݔ en términos de los operadores bosónicos
b,  ܰ y los factores de Klein?

ܾ, ߰ ݔ ൌ
ߨ2
ݍܮ ߩ		 െݍ 		,

1
ܮ
݁௫ܥ


ൌ
1
ܮ

ߨ2
ݍܮ 	  ܥ,݁௫	ܥϯିܥ	



ൌ െ
ߨ2
ݍܮ ݁

ି௫߰ ݔ

ܾϯ, ߰ ݔ ൌ
ߨ2
ݍܮ

1
ܮ
݁௫ ,	ܥϯାܥ	 ܥ ൌ െ

ߨ2
ݍܮ ݁

௫

,

߰ ݔ

ܾ, ߰ ݔ |ܰۧ ൌ ܾ߰ ݔ |ܰۧ ൌ െ
ߨ2
ݍܮ ݁

ି௫߰ ݔ |ܰۧ ൌ ሻ߰ݔሺߙ ݔ |ܰۧ

Así ߰ ݔ |ܰۧ es un autoestado de ܾ	con autovalor ߙ ݔ para ݍ  0. Los autovectores
De los operadores de destrucción son llamados estados coherentes.   



߰ ݔ |ܰۧ 	∝ 			 ݁∑ ఈሺ௫ሻ ϯ	ಭబ |ܰ െ 1ۧ ൌ Λሺݔሻ݁∑ ఈሺ௫ሻ ϯ	ಭబ ۧܰ|ܨ

߰ ݔ |ܰۧ ൌ 	
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫݁∑ ఈሺ௫ሻ	ϯ	ಭబ 		|ܰۧ

así

Ahora vamos a generalizar este resultado para cualquier ket |ܰۧ

|ܰۧ ൌ ݂ ܾϯ 	|ܰۧ

ܾϯ, ߰ ݔ ൌ െ
ߨ2
ݍܮ ݁

௫߰ ݔ ൌ ∗ߙ	 ݔ ߰ ݔ ൌ ܾϯ߰ ݔ െ ߰ ݔ ܾϯ

߰ ݔ ܾϯ ൌ ܾϯ߰ ݔ 	െ ∗ߙ ݔ ߰ ݔ ൌ ሺܾϯ െ ∗ߙ ݔ ሻ ߰ ݔ

߰ ݔ ܾϯ
 ൌ ܾϯ െ ∗ߙ ݔ ߰ ݔ



߰ ݔ |ܰۧ ൌ ߰ ݔ 	݂ ܾϯ 	|ܰۧ ൌ ݂ሾሼܾϯ െ ∗ߙ ݔ ሽሿ߰ሺݔሻ |ܰۧ

ൌ
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫݁∑ ఈሺ௫ሻ	ϯ	ಭబ ݂ሾሼܾϯ െ ∗ߙ ݔ ሽሿ|ܰۧ

߰ ݔ |ܰۧ ൌ
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫݁∑ ఈሺ௫ሻ	ϯ	ಭబ 		݁ି ∑ 	ఈ∗ሺ௫ሻ		ಭబ 	݂ሾܾϯሿ	|ܰۧ

߰ ݔ |ܰۧ ൌ
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫݁∑ ఈሺ௫ሻ	ϯ	ಭబ 		݁ି ∑ 	ఈ∗ሺ௫ሻ		ಭబ |ܰۧ

߰ሺݔሻ	݂ ܾϯ ൌ ݂ሾሼܾϯ െ ∗ߙ ݔ ሽሿ߰ሺݔሻ

Finalmente encontramos la formula de Mattis‐Mandelstan:



Operadores de campo bosónicos

φ ݔ ൌ െ
݅
ߨ2

ߙ∗ ݔ
வ

݁ି
ଵ
ଶఈ	ܾ ൌ

݅
ܮ


݁௫

ݍ ݁ି
ଵ
ଶఈܾ

வ

φϯ ݔ ൌ
݅
ߨ2

ߙ ݔ
வ

݁ି
ଵ
ଶఈܾϯ ൌ െ

݅
ܮ


݁ି௫

ݍ ݁ି
ଵ
ଶఈܾϯ

வ

Es útil definir los siguientes campos bosonicos:

߶ ݔ ൌ φ ݔ  φϯ ݔ ൌ
݅
ܮ


1
ݍ

வ

݁ି
ଵ
ଶఈ	ሾ݁௫ܾ െ ݁ି௫ܾϯሿ

߲௫߶ ൌ
݅
ܮ


1
ݍ

வ

݁ି
ଵ
ଶఈ 	

߲
	ݔ߲ ݁

௫ܾ െ ݁ି௫ܾϯ ൌ െ
1
ܮ
 ݍ
வ

݁ି
ଵ
ଶఈ ݁௫ܾ  ݁ି௫ܾϯ

así

: 	߰ϯ ݔ ߰ ݔ ∶				ൌ
ܰ
ܮ 

1
ܮ ݁ି௫ߩ ݍ  ݁௫ߩ െݍ
வ

ൌ
ܰ
ܮ 	െ	

1
ߨ2

߲௫߶

y obtenemos:



También se puede probar que:

φ ݔ ,φ ݕ ൌ φϯ ݔ , φϯ ݕ ൌ 0 ߮ ݔ , ߮ϯ ݕ ൌ െ
1
ߨ2 	݊ܮ 1 െ ݁

ଶగ
 ሺ௫ି௬ାఈሻ

߶ ݔ , ߶ ݕ ൌ െ
1
ߨ2 	݊ܮ	

1 െ ݁
ଶగ
 ሺ௫ି௬ାఈሻ

1 െ ݁
ିଶగ
 ሺ௫ି௬ିఈሻ

߶ ݔ , ߲௬߶ ݕ ≅ െ
݅
ߨ

ߙ
ݔ െ ݕ ଶ  ଶߙ 					 ; 		ߙ			 → 		0					 െ ݔሺߜ݅ െ ሻݕ

߰ ݔ ൌ 	
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫݁∑ ఈሺ௫ሻ	ϯ	ಭబ 		݁ି ∑ 	ఈ∗ሺ௫ሻ		ಭబ

ൌ
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫	݁ି ଶగథ ௫ 	݁ିగ ϯ ௫ , ௫

ൌ
ܨ
ܮ
݁
ଶగே
 ௫	݁ି ଶగథሺ௫ሻ ܮ

ߙߨ2 ൌ 	
ܨ
ߙߨ2

݁
ଶగே
 ௫	݁ି ଶగథሺ௫ሻ

Se mostro que: 



Hamiltoniano con relación de dispersión lineal
Se observó que para bajas energías uno puede linealizar la relación de dispersión.
Para partículas que se mueven hacia la derecha tenemos ߳ ݇ ൌ ݇ݒ tal que 

ܪ ൌ 	߳ ݇ ∶ 	 ܿϯ	ܥ 	 ∶		ൌ 	 	݇ݒ ∶	


ܿϯ	ܥ 	 ∶


¿Cómo expresar el Hamiltoniano ܪ en términos de operadores bosónicos?

|ܰۧܪ ൌ ேሺሻ|ܰۧܧ

ேሺሻܧ

ݒ
ൌ

݇	 ∶	
வ

ܿϯ	ܥ ∶	ൌ 		  ݇ ൌ 	
ߨ	2
ܮ  ݊

ே

ୀଵ

ൌ	

ଶగே


ୀଶగ

ߨ	2
ܮ
ܰሺܰ  1ሻ

2 ൌ
ߨ
ܮ ܰ ܰ  1 ܰ				ܽݎܽܲ					  0

ܰ					ܽݎܽܲ											0 ൌ 0

݇	 ∶	
ழ

ܿϯ	ܥ ∶	ൌ 		  െ݇ ൌ 	
ߨ	2
ܮ  ݊

ே

ୀଵ

ൌ	
ିଶగ

ୀିଶగே

ߨ	2
ܮ
ܰሺܰ  1ሻ

2 ൌ
ߨ
ܮ ܰ ܰ  1 ܰ				ܽݎܽܲ					 ൏ 0

ேሺሻܧ ൌ
ߨ
ܮ ܰሺܰݒ  1ሻ

Así  



ܪ
ݒ
, ܾϯ ൌ 	 ݇	 ∶	



ܿϯ	ܿ ∶		, 	ܾϯ ൌ 	݇ :	ܿϯ	ܿ ∶		,
	ߨ	2
ݍܮ 	ܿϯାܿ



ൌ ϯܾݍ

Calculemos 

,ܰ|ܪ ேۧܧ ൌ ,ܰ|ேܧ ேۧܧ

ுబ
௩
, ܾϯ |ܰ, ேۧܧ ൌ

ுబ
௩
ܾϯ|ܰ, ‐ேۧܧ ܾϯ

ுబ
௩
|ܰ, ேۧܧ = 

ுబ
௩
ܾϯ|ܰ, ‐ேۧܧ ܾϯ

ாಿ	
௩
|ܰ, ேۧܧ

,ܰ|ܾϯܪ ேۧܧ ൌ ேܧ  ݒݍ ܾϯ	|ܰ, ேۧܧ

ܪ ൌ ݍݒ
வ

ܾϯܾ 
ߨ
ܮ 		ݒ	

ܰሺ ܰ  1ሻ

|ܰۧ ൌ ݂ ܾϯ 	|ܰۧcomo 

La única forma posible para H0 es



ݒ න 	ݔ݀ ∶ 		߰ϯ ݔ െ߲݅௫ ߰ ݔ 	 ∶		ൌ			?
/ଶ

ି/ଶ

ൌ ݒ න 		ݔ݀ ∶ 		
1
ܮ
݁ି௫ܥϯ


/ଶ

ି/ଶ

1
ܮ
	݁௫


ܥ 	 ∶ൌ 	݇ݒ ∶	


ܿϯ	ܥ ∶	ൌ ܪ

ݒ
ܮ

න 		ݔ݀ ∶ 			 ߲௫߶ ଶ

/ଶ

ି/ଶ

		 ∶ 					
ߨ
ܮ 		ݒ	

ܰ ܰ  1 ൌ?

Consideremos el término

Ahora consideremos 

߲௫߶ ൌ െ
1
ܮ
 ݍ
வ

݁ି
ଵ
ଶఈ ݁௫ܾ  ݁ି௫ܾϯ

pero 

ݒ
2

න 	ݔ݀ ∶ ߲௫߶ ଶ 	 ∶
/ଶ

ି/ଶ

		 	
ߨ
ܮ 		ݒ	

ܰ ܰ  1 ൌ
ݒ
2 2ݍ

வ

ܾϯ 	ܾ 	
ߨ
ܮ 		ݒ	

ܰ ܰ  1

ൌ ݍݒ
வ

ܾϯ ܾ
ߨ
ܮ 	ݒ

ܰ ܰ  1 ൌ ܪ



De la red al modelo linealizado
Ahora conectaremos nuestra discusión anterior con el modelo de red. Dejando de lado 
el spin podemos escribir 

ܥ ൌ 
݁

ܮ
ܥ

	∈		

	

߰௬௦	ሺݔሻ ൌ
݁௫

ܮ
ܥ

	

	

߰௬௦	 ݔ ൌ 
݁௫

ܮ
ܥ

வ	

 
݁௫

ܮ
ܥ ൌ 

݁ሺାሻ௫

ܮ
ାܥ 

ஶ

ୀି


݁ሺିሻ௫

ܮ
ିܥ



ୀିஶழ	

ൌ ݁௫ 
݁௫

ܮ
ାܥ

ஶ

ୀି

 ݁ି௫ 
݁௫

ܮ
ିܥ



ୀିஶ

ൌ ݁௫		߰ோି௬௦ ݔ  ݁ି௫		߰ି௬௦ ݔ

En el límite continuo  tenemos que x → aj , donde  a → 0, así el operador de campo fermionico
Real  (“Phys”) es 



Ahora queremos relacionar el modelo de red a bajas energías con el modelo con
relación de dispersión lineal.
Lo primero que se debe hacer es dejar que ݇ 		→ 		∞ en los dos primeros términos
de arriba. Ahora tenemos dos ramas

1					 → 					ܴ
2					 → ܮ					

߰ଵ ݔ ൌ
݁௫

ܮ
ଵܥ ൌ ߰ோ ݔ 			→ 		߰ோି௬௦ ݔ



ത݇ ൌ െ ݇  ݇ 		→ 			 ቊ
ത݇  0			 → 		݂݈݈݅݁݀
ത݇ 	 0		 → ݕݐ݉݁


݁௫

ܮ
					ିܥ

	→	ି	
					

݁ି௫

ܮ
					ିିܥ



Para el primer término tenemos : 

Para el segundo término definimos : 

߰ଶ െݔ ൌ
݁ି௫

ܮ
ଶܥ ൌ ߰ ݔ 			→ 		߰ି௬௦ ݔ



߳ோ ݇ ൌ ݒ ݇ െ ݇ 		→ 			 ߳ଵ ݇ ൌ 				݇ݒ → ݇	ݎ	݇	ܾܽ݅݉ܽܥ				  ݇

߳ ݇ ൌ െݒ ݇  ݇ → ߳ଶ ݇ ൌ ݇ݒ 	 → 		 ܾܽ݅݉ܽܥ ݇ ݎ െ ݇ െ ݇

Entonces : 

La relación de dispersión para cada tipo de fermión es : 



Entonces las partículas 1 y 2 tienen relaciones de dipersión lineales y para cada uno 
podemos escribir las relaciones que encontramos antes.

߰ோ, ݔ ൌ
݁േ	௫

ܮ
ோ,ܥ



߰ோ, ݔ , ߰ோ, ݕ ൌ ߰ϯ
ோ, ݔ 	, ߰ϯ

ோ,ሺݕሻ ൌ 0 ߰ோ, ݔ 	, ߰ϯ
ோ, ݕ ൌ  ݔሺߜ െ ݕ െ ሻܮ݊

ஶ

ୀିஶ

ோ,ߩ ݍ ൌܥା
ோ, ϯ



ܥ
ோ, ൌ 	

ݍܮ
ܾ	ߨ2

ோ,ϯ							ݍ  0

|ݍ|ܮ
ߨ2 	ܾି

ோ,					ݍ ൏ 0		

߶ோ, ݔ ൌ
݅
ܮ√

	
1
ݍ ݁

ିଵଶఈ ݁േ௫	ܾ
ோ, െ	݁∓௫ܾ

ோ,ϯ

வ

߰ோ, ݔ ൌ
ோ,ܨ
ߙߨ2

݁േ
ଶగேೃ,ಽ

 ௫		݁ି ଶగ߶ோ,ሺݔሻ

ܪ ൌ ݒ   ఔܾ	ݍ
ϯ 	ܾఔ	

ߨ
ܮ 		ݒ	

ܰఔ ܰఔ  1
ఔୀோ,வ

ൌ ݒ න 	ݔ݀ ∶ 	߰ோ
ϯ ݔ െ߲݅௫ ߰ோ ݔ ∶ 			∶ 		߰

ϯ ݔ ߲݅௫ ߰ ݔ 	 ∶		
/ଶ

ି/ଶ

ܪ ൌ
ݒ
2  න ݔ݀ ∶ ሺ߲߶ఔሻଶ ∶ 

ߨ
ܮ
ܰఔ ܰఔ  1

/ଶ

ି/ଶఔୀோ,



Los campos duales
Es útil definir los campos duales

߶ ൌ
1
2
ሺ߶ 	െ ߶ோሻ

ߠ ൌ
1
2
ሺ߶  ߶ோሻ

						→ 							
߶ோ ൌ

1
2
ሺߠ െ ߶ሻ

߶ ൌ
1
2
ሺߠ  ߶ሻ

߰ோ, ݔ ൌ
ோ,ܨ
ߙߨ2

݁േ
ଶగேೃ,ಽ

 ௫		݁ି గ	ሾఏሺ௫ሻ∓థሺሻሿ

߶ ݔ , ߲௬ߠሺݕሻ ൌ ݔሺߜ݅ െ ሻݕ

ܪ ൌ
ݒ
2 න 	ݔ݀ : ߲௫ߠ ଶ ∶  ∶ ߲௫߶ ଶ ∶

/ଶ

ି/ଶ


ߨ
ܮ ݒ  ܰఔ ܰఔ  1

ఔୀோ,

ܪ ൌ
ݒ
2  න 	ݔ݀ ∶ 		 ሺ߲߶ఔሻଶ	∶ 		

ߨ
ܮ 	
ܰఔ ܰఔ  1

/ଶ

ି/ଶఔୀோ,	

Con esto

߶ ݔ ,߶ ݕ ൌ ߠ ݔ , ߠ ݕ ൌ 0 ߶ ݔ 	, ߠ ݕ ൌ െ
݅
2 ݔሺ݊݃ݏ	 െ ሻݕ



Entonces se puede definir el campo canónico conjugado de ߶ሺݔሻ

Π ݔ ൌ ߲௫ߠሺݔሻ

,ߨሺܪ ߶ሻ ൌ
ݒ
2

න 	ݔ݀ : ଶߨ		 	 ∶ 			∶ 		 ߲௫߶ ଶ 	 ∶	
/ଶ

ି/ଶ


ߨ
ܮ ݒ  ܰఔ ܰఔ  1 	

ఔୀோ,

߰ோ, ݔ ൌ
ோ,ܨ
ߙߨ2

݁േ
ଶగேೃ,ಽ

 ௫		݁ି గ	ሾఏሺ௫ሻ∓థሺሻሿ

∝ 	 ݁േ గ	థ ௫ ݁ି గ	ఏ ௫ ൌ ݁േ గ	థ ௫ ݁ି గ	 	 ௗ௬	ஈሺ௬ሻಽ/మ
షಽ/మ



Un modelo interactuante sin espín
Ahora queremos aplicar estas ideas a un caso específico. Recordemos que 

߰ሺݔሻ ൌ ݁௫		߰ோି௬௦ ݔ  ݁ି௫		߰ି௬௦ ݔ ൎ ݁௫		߰ோ ݔ  ݁ି௫		߰ ݔ

߰ϯ߰ϯ߰	߰		 → 		߰ோ
ϯ 	߰ோ	߰ோ

ϯ 	߰ோ  ߰
ϯ	߰	߰

ϯ	߰  ߰ோ
ϯ 	߰ோ	߰

ϯ	߰

																																								݁ିଶ௫	߰ோ
ϯ	߰	߰ோ

ϯ 	߰ோ  ݁ି	ସ௫	߰ோ
ϯ 	߰	߰ோ

ϯ	߰

H௧ ൌ ݃ଶ න ݔ݀	 ∶ 		 ∶ 	߰ோ
ϯ ߰ோ ∶ ∶ ߰

ϯ ߰ ∶ ∶
/ଶ

ି/ଶ


݃ସ
2

න 	ݔ݀ ∶ ∶ ߰ோ
ϯ ߰ோ ∶

ଶ
: ∶ ∶ ߰

ϯ ߰ ∶
ଶ
:

/ଶ

ି/ଶ

		

El término de interacción entre los electrones es 



: 	߰ோ,
ϯ 	 ݔ ߰ோ, ݔ ∶ ൌ

ܰோ,
ܮ ∓

1
ߨ2

߲௫߶ோ,pero

න ݔ݀	 ∶ 		 ∶ 	߰ோ
ϯ 	߰ோ 	 ∶	∶ 		 ߰

ϯ	߰ ∶	 ∶	
/ଶ

ି/ଶ

ൌ 	
ܰோ ܰ
ܮ 	െ	

1
ߨ2

න : ߲௫߶ோ	 ߲௫߶ ∶	
/ଶ

ି/ଶ

න ݔ݀ ∶ ሺ:	߰ఔ
ϯ߰ఔ ∶	ሻଶ 	∶	ൌ න 	ݔ݀ ∶

ܰఔ
ܮ ∓

1
ߨ2

߲௫߶ఔ	
ଶ

∶
/ଶ

ି/ଶ

/ଶ

ି/ଶ

ൌ
ܰఔଶ

ܮ 
1
ߨ2

න 	ݔ݀ ∶ 		 ߲௫߶ఔ ଶ:
/ଶ

ି/ଶ

así

௧ܪ ൌ ݃ଶ න ݔ݀	 ∶ 		 ∶ 	߰ோ
ϯ 	߰ோ 	 ∶	∶ 		߰

ϯ	߰ ∶	 ∶	
/ଶ

ି/ଶ

	
݃ସ
2 න 	ݔ݀ ∶ ∶ 	߰ோ

ϯ 	߰ோ ∶	
ଶ
: ∶ ∶ 	߰

ϯ	߰ ∶	
ଶ
:

/ଶ

ି/ଶ

ൌ
1
ܮ
݃ସ
2 	

ܰோଶ 	 ܰଶ  ݃ଶ ܰோ ܰ  න
ݔ݀
ߨ2

݃ସ
2 : ߲௫߶ఔ ଶ ∶ െ	݃ଶ

ఔ

	 ∶ 	 ߲௫߶ோ	 ߲௫߶ ∶	 	
/ଶ

ି/ଶ

entonces



ܪ ൌ ܪ  ௧ܪ ൌ
ݒ
2

න :ݔ݀ ߲௫߶ఔ ଶ ∶	
ఔ

	
/ଶ

ି/ଶ


ߨ
ܮ ݒ

ܰఔଶ	
ఔ

	
1
ܮ
݃ସ
2 	

ܰோଶ 	 ܰଶ  ݃ଶ ܰோ ܰ  න
ݔ݀
ߨ2

݃ସ
2 : ߲௫߶ఔ ଶ ∶ െ	݃ଶ

ఔ

	 ∶ 	 ߲௫߶ோ	 ߲௫߶ ∶	 	
/ଶ

ି/ଶ

El Hamiltoniano total viene dado por 

ܪ ൌ
ݒ
2 1  ݃̅ସ න ݔ݀ : ߲௫߶ఔ ଶ ∶

ఔ

	െ 	
2݃̅ଶ
1  ݃̅ସ

: 	 ߲௫߶ோ	 ߲௫߶ ∶
/ଶ

ି/ଶ

	
ݒߨ
ܮ 1  ݃̅ସ  ܰఔଶ 

2݃̅ଶ
1  ݃̅ସఔ

ܰோ ܰ

Definiendo  ݃̅ଶ ൌ 	 మ ଶగ௩ൗ ; ݃̅ସ ൌ ర
ଶగ௩ൗ

ܪ ൌ
ݒ
2 1  ݃̅ସ න ݔ݀ : ߲௫߶ఔ ଶ ∶

ఔ

	െ 	ߣ2 ∶ 	 ߲௫߶ோ	 ߲௫߶ ∶ 	
ݒߨ
ܮ 1  ݃̅ସ  ܰఔଶ  		ߣ2

ఔ

ܰோ ܰ

/ଶ

ି/ଶ

donde				ߣ ൌ
݃̅ଶ

1  ݃̅ସ



pero ߲௫	߶ோ, ݔ ൌ െ
1
ܮ√


1
ݍ ݁

ି
ఈ

ଶൗ േ݁ݍേ௫	ܾ
ோ, േ ௫ܾ∓݁ݍ

ோ,ϯ

வ

ൌ േ
1
ܮ√

	 ି݁ݍ
ఈ

ଶൗ ݁േ௫	ܾ
ோ, 	 	݁∓௫ܾ

ோ,ϯ 	
வ

න݀ݔ ∶ 	 ߲௫߶ோ,	
ଶ: 		ൌ 	 න݀ݔ ∶	


ଶ

ିଶ


ଶ

ିଶ

േ
1
ܮ√

	 ି݁ݍ
ఈ

ଶൗ ݁േ௫	ܾ
ோ, 	 	݁∓௫ܾ

ோ,ϯ 	
வ

 

േ
1
ܮ√

	 ି݁
ఈ

ଶൗ ݁േ௫	ܾ
ோ, 		݁∓௫ܾ

ோ,ϯ 	
வ

  ൌ 2ݍ
வ

	ܾ
ோ,ϯ	ܾ

ோ,

así

න 	ݔ݀ ∶ 		 ߲௫߶ோ ߲௫߶ ∶	ൌ 	 න ݔ݀ ∶ െ
1
ܮ√

	 ି݁ݍ
ఈ

ଶൗ ݁௫	ܾோ 		݁ି௫ܾோ
ϯ 	

வ

   

/ଶ

ି/ଶ

/ଶ

ି/ଶ


1
ܮ√

	 ି݁
ఈ

ଶൗ ݁ି௫	ܾ 		݁௫ܾ
ϯ 	

வ

  ൌ െݍሾ


ܾோ 	ܾ ܾ
ோற	ܾ

றሿ



entonces

ܪ ൌ ݒ 1  ݃̅ସ ݍ 		ܾఔ
ϯܾఔ

	ఔ

 	ߣ 	ܾோ
ϯ	ܾ

ϯ  ܾோܾ



ݒߨ
ܮ 1  ݃̅ସ  ܰఔଶ  		ߣ2

ఔ

ܰோ ܰ 	

Este Hamiltoniano puede ser diagonalizado, realizando una transformación de Bogoliubov ,  es 
decir, definimos los nuevos operadores bosónicos.

	

݀ଵ ൌ cosh ோܾ	ߛ  sinh ܾ	ߛ	
ϯ

݀ଶ
ϯ ൌ sinh ோܾ	ߛ  cosh ܾ	ߛ

ϯ

ܾோ ൌ cosh ଵ݀	ߛ 	െ sinh ଶ݀	ߛ
ϯ ܾ

ϯ ൌ െ sinh ଵ݀	ߛ  cosh ଶ݀	ߛ
ϯ

y

	ܾఔ
ϯܾఔ

	ఔ

 	ߣ 	ܾோ
ϯ	ܾ

ϯ  ܾோܾ ൌ coshଶ ߛ  sinhଶ ߛ െ ߣ2 sinh ߛ cosh 	ߛ 	ሺ݀ଵ
ϯ݀ଵ  ݀ଶ

ϯ݀ଶሻ

 ሺcoshଶߣ ߛ  sinhଶ ሻߛ െ 2 sinh ߛ cosh ߛ 	 ݀ଶ
ϯ݀ଵ

ϯ  ݀ଵ݀ଶ

2sinhଶߛ െ ߣ	2 sinh ߛ cosh ߛ
donde

ሺcoshଶߣ ߛ  sinhଶ ሻߛ െ ߣ2 sinh ߛ cosh ߛ ൌ 0 ߣ ൌ tanh ߛ2 ߛ ൌ
1
4 ݊ܮ

1  ߣ
1 െ ߣ



Por lo tanto el Hamiltoniano diagonalizado es

ܪ ൌ ிݒ 1  ݃̅ସ 1 െ 		ଶߣ  ݀ݍఔ
ϯ݀ఔ  ݐݏ݊ܿ

வఔୀଵ,ଶ

Definiendo:

ܭ ≡
1 െ ߣ
1  ߣ ൌ

1 െ ݃̅ଶ
1  ݃̅ସ

1  ݃̅ଶ
1  ݃̅ସ

ൌ 	
1  ݃̅ସ െ ݃̅ଶ
1  ݃̅ସ  ݃̅ଶ

ݑ ൌ 	ݒ 1  ݃̅ସ 1 െ 	ଶߣ ൌ 	ݒ 1  ݃̅ସ ଶ 1 െ
݃̅ଶଶ

1 	 ݃̅ସ ଶ ൌ 	ݒ 1  ݃̅ସ ଶ െ ݃̅ଶଶ

Finalmente tenemos:

ܪ ൌ ఔ݀	ݍݑ
ϯ݀ఔ

வఔ



ேܪ ൌ
ݒߨ
ܮ 1  ݃̅ସ  ܰఔଶ  ߣ2 ோܰ ܰ

ఔ

Definiendo  ܰ= ܰோ+ ܰ y 			J	 ൌ ܰோ	−  ܰ , se puede mostrar que

ேܪ ൌ
ݒߨ
ܮ2 1  ݃̅ସ 1  ߣ ܰଶ  1 െ ߣ 	J	ଶ ൌ

ߨ
	ܮ2

ݑ
1 െ ଶߣ

1  ߣ ܰଶ  1 െ ߣ 	J	ଶ

ൌ
ߨ
	ܮ2

ݑ
ܭ
ܰଶ  ଶ	J	ܭݑ

߶ଵ,ଶ ݔ ൌ
݅
ܮ
	

1
ݍ ݁

ି
ఈ

ଶൗ ݁േ௫	݀
ଵ,ଶ 	െ ݁∓௫݀

ଵ,ଶϯ 	
வ

También tenemos:

Los nuevos campos bosonicos vienen dados por 

En términos de estos campos el Hamiltoniano queda 

ܪ ൌ ఔ݀	ݍݑ
ϯ݀ఔ

வఔ

ൌ 	
ݑ
2  න 	ݔ݀ ∶ 		 ߲௫߶ఔ ଶ 	 ∶	

/ଶ

ି/ଶఔୀଵ,ଶ	



Usando la transformación de Bogoliubov podemos escribir 

߶ଵ,ଶ ൌ
1
2

ߠ	ܭ ݔ ∓
߶ሺݔሻ
ܭ

ܪ ൌ
ݑ
2

න 	ݔ݀ 	ܭ	 ∶ 		 ߲௫ߠ ଶ 	 ∶ 		
1
ܭ 	 ∶ ߲௫߶ ଶ ∶	 											ሺ∗ሻ

/ଶ

ି/ଶ

Donde ߠ			y   ߶ son los campos duales definidos antes. Finalmente podemos
escribir 

Los pares  ߶ ݔ 	, థߨ ݕ ൌ ߲௬ߠሺݕሻ y ሾߠ ݔ , ఏߨ ݕ ൌ ߲௬߶ሺݕሻሿ son ambos canónicamente 
conjugados y llevan a equivalentes representaciones de  (*)

ܭ ൌ
1 െ ߣ
1  ߣ ൌ ൝

൏ 1		 → 	ߣ		ݏܽݒ݅ݏ݈ݑ݁ݎ	ݏ݁݊݅ܿܿܽݎ݁ݐ݊݅			  0
ൌ 1																				 → ݁ݐ݊ܽݑݐܿܽݎ݁ݐ݊݅	݊												
 1	 → 		ߣ	ݏܽݒ݅ݐܿܽݎݐܽ	ݏ݁݊݅ܿܿܽݎ݁ݐ݊݅		 ൏ 0		



Calor específico
El calor específico del modelo de fermiones interactuantes sin espín es: 

ܥ ൌ
ܶ
ݑ

ߨܮ
3

Note que para un sistema de fermiones libres se tiene  ܥ ൌ
ܶ
ݒ

ߨܮ
3

También se puede probar que el cociente entre  la compresibilidad del sistema interactuante 
y el sistema libre viene dado por 

ߢ
ߢ

ൌ ܭ
ݒ
ݑ

3D 1D



߰ ݔ ൎ ݁௫߰ோ ݔ  ݁ି௫߰ ݔ

Funciones de Correlación

* Densidad

El operador de campo fermiónico viene dado por

El operador densidad es igual a

: 	߰ϯ ݔ ߰ ݔ 	 ∶	ൌ	∶ 	߰ோ
ϯ ݔ ߰ோ ݔ ∶ 		∶ 	߰

ϯ ݔ ߰ ݔ ∶ 		݁ିଶ௫ ∶ ߰ோ
ϯ ݔ ߰ ݔ ∶	

	݁ଶ௫∶ ߰
ϯ ݔ ߰ோ ݔ ∶

La parte suave viene dada por el operador 

ܱ ݔ ൌ		∶ ߰ோ
ϯ ݔ ߰ோ ݔ ∶ 				∶ 	߰

ϯ ݔ ߰ ݔ ∶ൌ
ܰ
ܮ 

ܭ
	ߨ2 ߲௫߶ଶ ݔ െ ߲௫߶ଵሺݔሻ	

ൌ
ܰ
ܮ 

ܭ
ܮߨ2 ݍ

வ

݁ି
ଵ
ଶఈ	 ݁ି௫	 ݀ଶ  ݀ଵ

ϯ  ݁௫	 ݀ଶ
ϯ  ݀ଵ

La función de correlación viene dada por  ,ݔሺܦ ሻݕ ≡ ߜ ܱ ݔ ߜ ܱ ݕ



ܦ ,ݔ ݕ ൌ
ܭ
ఈି݁ݍܮߨ2 ݁ି ௫ି௬  ݁ ௫ି௬ ൌ

ܭ
ݍ2	ܮߨ2 cos ݍ ݔ െ ݕ

வ

ൌ െ
ܭ

ଶߨ2 ݔ െ ݕ ଶ

ܱௐ ݔ ൌ ݁ିଶ௫݁ି
ଶగ
 ேೃାேಽାଵ ௫ 	

ோܨ
ϯܨ	
ܮ ݁ ଶగሾఝೃ

ϯ ௫ ିఝಽ
ϯሺ௫ሻሿ		݁ ଶగሾఝೃ ௫ ିఝಽሺ௫ሻሿ

El operador de la parte oscilante es

La función de correlación es definida por

ௐܦ ݔ െ ݕ ൌ 	 ܱௐ ݔ 	 ܱௐ
ϯ ݕ  ݄. ܿ ∝

cos 	 2݇ ݔ െ ݕ
ݔ െ ݕ ଶ

Otras funciones de correlación que se pueden calcular son:

* 4݇ density oscillations

ܱସ ≡ ݁ିସ௫	߰ோ
ϯ߰߰ோ

ϯ߰ 		→ 	 ܱସ ݔ 	 ܱସ
ϯ ݔ  ݄. ܿ 		∝ 		

cosሺ4݇ݔሻ
ݔ ଼

ܱ ≡ ߰ோ
ϯ߰ → ܱ ݔ ܱ

ϯ ݔ  ݄. ܿ ∝
1

ݔ ଶ/*  Pairing correlations



También se puede mostrar que la función de Green para una partícula viene dada por 

෨ܩ ,ݔ ݐ ൌ
݁௫

ߨ2 ݔ െ ݐݑ െ
݁ି௫

ߨ2 ݔ  ݐݑ
	ଶߙ

ଶݔ െ ଶݐଶݑ

ଵ
ସ
ଵ
ାିଶ 	

Con este resultado podemos obtener la densidad de estados local

ܲሺ߱ሻ ≡ න
ݐ݀
ߨ2 ݁
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La función de distribución de momentos

ோߟ ݇ ≡ න݀ݔ	݁ି௫	ܩ෨ ,ݔ ݐ ൌ 0


ଶ

ିଶ

		~			
1
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El modelo de Heisenberg anisotrópico (XXZ)

ܪ ൌ 	ܬ ܵ
௫
ܵାଵ
௫  ܵ

௬
ܵାଵ
௬  Δ	 ܵ௭ ܵାଵ

௭



ܵ
	,		 ܵᇲ

 ൌ ᇲ߳ߜ݅ ܵ
					, 	ܽ ൌ ,ݔ ,ݕ 			ݖ → 			1,2,3  ܵ

 ଶ ൌ
3
4

 ,J

ܵ
 es un operador de espín

Para espines S=1/2 tenemos

Materiales:
Rb2Cu2Mo3O12, 

Cs2CuBr42
1

S

CaV2O4, 
Ni(C5H14N2)2N3(PF6)

1S

Este modelo tiene solución exacta, 
por medio del Bethe Ansatz.



En el caso s=1/2, existe una transformación que permite expresar los operadores de espín en 
términos de operadores sin espín (transfromación de Jordan‐Wigner)
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ϯ
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ϯ
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௫
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௬
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→ 	
1
2 ܿ

ϯ
ܿାଵ  ݄. ܿ  Δ ݊ െ

1
2 ݊ାଵ െ

1
2



Ahora vamos a mapear el Hamiltoniano

Entonces 

La magnetización total a lo largo del eje z

ܯ ൌ ܵ
௭ ൌ ܿ

ϯ
ܿ െ

1
2 ൌ ܿ

ϯ
ܿ



ୀଵ

െ
1
2 ൌ ܰ െ

1
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ୀଵ



ୀଵ



ୀଵ

Como trabajaremos en el sector ܯ ൌ 0		, entonces ܰ ൌ 
ଶ
→ no hay término de borde 

El vector de Fermi es 	݇ிൌ ݊ߨ ൌ ߨ ே

ൌ గ



ଶ
ൌ గ

ଶ



Ahora tenemos un modelo interactuante al cual le aplicaremos el método de bosonización

ܪ ൌ െ
1
2 ܿ

ϯ
ܿାଵ  ݄. ܿ



 Δ ݊ െ
1
2 ݊ାଵ െ
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2



El operador de campo fermionico se puede expresar así 

߰ ݔ ൎ 	݁௫	߰ோ ݔ  ݁ି௫	߰ ݔ

ܪ ൎ݇	 ∶
,ఔ

ఔܥ	
ϯ ఔܥ	 ∶	ൌ 		 න ݔ݀ :	߰	ோ

ϯ ݔ െ߲݅௫ ߰ோ ݔ ∶ 			∶ 	߰	
ϯ ݔ ߲݅௫ ߰ ݔ

/ଶ

ି/ଶ

	

La parte planar (XY) es familiar para nosotros

Nosotros sabemos que 
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entonces 

ܵ
௭

ܵାଵ
௭ ൎ :	߰ோ

ϯ ݔ 	߰ோ ݔ ∶
ଶ
 : ߰

ϯ ݔ ߰ ݔ ∶
ଶ
 2 ∶ ߰ோ

ϯ ݔ ߰ோ ݔ ∶ ∶ ߰
ϯ ݔ ߰ ݔ ∶

2	߰ோ
ϯ ݔ 	߰ோ ݔ ߰

ϯ ݔ 	߰ ݔ 	െ	 	߰ோ
ϯ ݔ 	߰ ݔ 	

ଶ
െ 	߰

ϯ ݔ 	߰ோ ݔ 	
ଶ

ܵ
௭  ܵାଵ

௭ ൎ :	߰ோ
ϯ ݔ 	߰ோ ݔ ∶	

ଶ
 :	߰

ϯ ݔ 	߰ ݔ ∶	
ଶ
 4	 ∶ ߰ோ

ϯ ݔ 	߰ோ ݔ 	 ∶		∶ 	߰
ϯ ݔ 	߰ ݔ 	 ∶	

ܪ ൌ 	ܬ ܵ
௫
ܵାଵ
௫  ܵ

௬
ܵାଵ
௬  Δ	 ܵ௭ ܵାଵ

௭



De esta forma tenemos que
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El procedimiento anterior es válido para Δ ≪ 1 , la velocidad y el parámetro de  interacción 
vienen dados por:   
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Conjetura del líquido de Luttinger de Haldane
Basados en argumentos de grupo de renormalización Duncan Haldane conjeturo, que el
Hamiltoniano del modelo de Luttinger es válido aún lejos de la región perturbativa.
Mas aún esta conjetura debe ser valida para cualquier sistema unidimensional interactuante
sin gap. Hoy esto es universalmente considerado cierto y ha sido comprobado muchos
modelos.
La conjetura de Haldane es un poco mas predictiva, ya que el modelo efectivo para bajas
energías involucra tres parámetros ,ݑ ேݒ ൌ

௨

ݒ	ݕ	 ൌ ݇ݑ

ܪ ൌ ఔ݀	ݍݑ
ϯ݀ఔ 

ߨ
ܮ2 ேݒ ܰଶ  መଶܬ	ூݒ

வఔ

																ሺ∗ሻ

Pero el proceso de bosonización solo produce dos ݑ	ݕ	݇
Por lo tanto se satisfacen las siguientes relaciones ଶݑ ൌ ூݒேݒ ݇ଶ ൌ

ூݒ
ேݒ
																ሺ∗	∗ሻ

Sistemas unidimensionales sin gap cuyas propiedades a bajas energías pueden ser descritas por 
el Hamiltoniano (*), tal que se cumplan las relaciones (* *) son llamados líquidos de Luttinger.

De la solución del modelo de Heisenberg vía ansatz de Bethe se obtiene   

Δ
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1
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ܬ
2



El modelo de Hubbard
El modelo de Hubbard viene dado por

ܪ ൌ െݐ ܿ,ఙ	
ϯ

ܿ,ఙ  ܷ ݊↑ ݊↓
,ఙ

Donde  ݊ఙ ൌ ܿఙ	
ϯ ܿఙ es l número de electrones con espín ߪ	en el sitio i

Al bosonizar el Hamiltoniano de Hubbard y diagonalizarlo, obtenemos

ܪ ൌݑఒݍ	݀ఒ
ఔϯ 	݀ఒ

ఔ 
வఔ	,ఒ

ߨ
ܮ2 	ேఒݒ ܰఒଶ  	ఒଶ	ܬ	ூఒݒ

ߣ Indica el sector de carga (c) y espín (S) desacoplados !!!
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െ
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ଶ
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ூఒݒ ൌ ఒܭఒݑ ఒଶݑ ൌ ூఒݒேఒݒ

De aquí ver que ݑ 	് 		  lo cual conduce a la separación de carga y espín	௦ݑ



Para el modelo de Hubbard tenemos     ܷ	 ≪ ݐ		 	

݇ 		ൎ 		1 െ	
ܷ
ݒߨ

ݑ 	ൎ ݒ 1 
ܷ
ݒߨ

௦ܭ ൌ 1 ௦ݑ ൌ ݒ 	൏ ݑ



Resultados experimentales
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