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“Vivimos en una sociedad profundamente
dependiente de la ciencia y la tecnologia y
en la que nadie sabe nada de estos temas.
Ello constituye una formula segura para el
desastre.”

— Carl Sagan




Metas del Capitulo |3

- Describir el movimiento periodico.

- Interpretar las variables y ecuaciones del
movimiento armonico simple.

- Relacionar la energia en el movimiento armonico
simple.

- Estudiar el pendulo simple, el fisico y movimientos
combinados.

- Explorar las oscilaciones amortiguadas, forzadas y
resonancia.




Movimiento armonico simple

a) b) ) Cuando el motor
I activa la rueda. ..
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El movimiento de una particula que oscila de ida y vuelta en respuesta al
empujey jalon de un resorte es armonico simple

El movimiento de la lenteja de un péndulo es aproximadamente
armonico simple
El movimiento de la segueta de una sierra caladora es armoénico simple



Movimiento oscilatorio.

@ Se presenta cuando un sistema fisico se mueve a lado y lado de su
posicion de equilibrio estable por la accidn de una fuerza de
restitucion o un momento de torsion restaurador.

@ Cuando sobre el sistema solo actua la fuerza recuperadora o el
momento recuperador se dice que las oscilaciones son libres y su
movimiento puede describirse a partir de la conservacion de la energia
mecanica.

@ Cuando ademads de la fuerza restauradora, estan presentes fuerzas
disipativas, se dice que las oscilaciones son libres y amortiguadas. En
cuyo caso la amplitud del movimiento (desplazamiento maximo
medido a partir de la posicion de equilibrio), disminuye con el tiempo

@ Cuando ademads de las fuerzas restauradora y disipativas, actuan
fuerzas externas para mantener el sistema en movimiento, entonces

|| las oscilaciones se llaman amortiguadas forzadas.
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Definiciones basicas.

@ Una oscilacidon es un viaje completo realizado por el sistema a partir
de una posicion dada.

@ El tiempo que tarda el sistema en completar una oscilacion se llama
periodo del movimiento y se denota por T.

@ El nimero de oscilaciones que ejecuta el sistema en la unidad de
tiempo se define como la frecuencia del movimiento y se denota por f.

o Claramente f =1/T.

@ Todo movimiento oscilatorio es periddico, pero no reciprocamente.

@ Se asume en este estudio que las oscilaciones son de pequeria
amplitud.

@ Se estudiaran oscilaciones de sistemas con un grado de libertad.
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Movimiento armonico simple (m.a.s)

Ideal case: The restoring force obeys Hooke’s
 law (F, = —kx), so the graph of F, versus x is a
| straight line.

Restoring force F, Restoring force F,

N
\\\ adiliie. W M X < O
\ Typlcgl real case: The F,>0
restoring force deviates
from Hooke’s law ...
~ Displacement x
o %, Displacement x 0
‘ x>0
: F_<
- " <0
..but F, = —kx canbe a N 3
good approximation to the force ™

if the displacement x is sufficiently small. T s ores sxatd iy i idesiiasl

spring is directly proportional to the
displacement (Hooke’s law, F, = —kx):

.. the graph of F versus x is a straight line.
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Oscilaciones libres (m.a.s)

@ Ejemplol: Masa puntual unida al extremo libre de un resorte ideal.

@ Ecuacion de movimiento

.- o, 2 -
—kx = ma &= ¥ = —m-ﬁﬂ; > X+ wpyx =0
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Solucion de la ecuacion diferencial

@ De demuestra (ejercicio propuesto) que
x (t) = Agcos (wot + @) (2)

x (t) = Agsin (wot + ¢) (3)

son soluciones para (1) y que ademads, cualquier combinacién lineal de
(2) v (3) es también solucidén. En este curso se usara (2).

@ Significado fisico de los parametros que aparecen las ecuaciones (2) y
(3)
e Ap es la amplitud del movimiento
e ¢ es el angulo de fase

o Ay ¢ quedan univocamente determinados por las condiciones iniciales,
esto es x (0) = xp y v (0) = vy.



llustracion grafica.

vy

El m.a.s no es un movimiento .
uniformemente acelerado. /- j
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@ La velocidad y la aceleracion en el m.a.s estan dadas por

v (t) = —Apwop sin (wot + @) = Vmax = |—Aopwy|

a (I‘) — _A[]LL% cos (Lﬂgt‘. + q)) — —(u% X (1‘) — (lmax = |—A{](U%|



o 7

llustracion grafica.
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Caracteristicas (m.a.s)

Tines with large mass m: (a)
low frequency f = 128 Hz

(b)
m = 0.50 kg

”\\\\\\\\\\\\r?
x|=0 xl=0.020m

Tines with small mass m:
high frequency f = 4096 Hz

(a) Apparatus for creating the reference circle (b) An abstract representation of the motion in (@)

Shadow of ball

Illuminated Ball L e
on screen all moves in uniform

vertical screen

circular motion.

Ball’s shadow

< ¥ Shadow moves
3 N .
While the ball Q Ball on rotating o back and forth on
€ b " B i§ "
turntable ’ A A\ .x-axis in SHM.
on the turntable ,/ (1
e o A
moves in un-ltolm 1’ 015P 1
circular motion, ; 0 @—+ X
" [
its shadow P moves \ /
: \ .
back and forth on \ x =Acos 0
W) - \ ’
the screen in simple [llumination S P
harmonic motion. Se~—f--"
Table
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X versus t
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(a) Increasing m; same A and k (b) Increasing k; same A and m (c) Increasing A; same k and m
Mass m increases from curve Force constant k increases from Amplitude A increases from curve
I to 2 to 3. Increasing m alone , curve | to 2 to 3. Increasing k alone 1 to 2 to 3. Changing A alone has
X increases the period. - decreases the period. X no effect on the period.
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Ejercicio.
Dada la siguiente grafica, determine la ecuacion de posicion
para este caso.

0,280

0,270

0,260

0,250

0,240

0,230

0,220

0,0 02 04 0,6 08 1,0 12 14 1,6 18 20 22
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El m.a.s y la conservacion de la energia

@ Todo sistema que exhibe un m.a.s es conservativo.

@ La energia cinética en el m.a.s esta dada por

1 1 1
K= EmUZ — Em (—Apwp sin (wot + q,lr))2 — ikA% sin’ (wot +¢) >0

@ La energia potencial en el m.a.s estd dada por

1 1 1
U= Ekxz — Ek (Ao cos (wot + ¢))* = EkA% cos® (wot + @) >0

@ La energia mecanica en el m.a.s esta dada por

1 5
F—K+ U= E;{A% [Sin" (“rUf + q;-} + cos” [umf + q})}

L,
E = jchﬁ : Constante.




- Energy Is conserved during SHM and the forms
(potential and Kinetic) interconvert as the position

of the object in motion changes.

E=K+ U

E=K+ U E=K+ U E=K+U

E is all potential E is partly potential, E is all kinetic

energy. partly kinetic energy.

partly kinetic
energy. energy.
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E is partly potential,

E=K+ U
E is all potential
energy.
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llustracion grafica.
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Pendulo simple.

L - - - - - - - - -

De la figura
46

—mgsint = ma; <= —gsint = La <= —gsint = LW
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@ Recuérdese que

0 0 o
5111929_3—‘4—?_?—'—

@ De modo que cuando

0 < 1rad = sinf ~ 0

@ De acuerdo con lo anterior

S Ao 2 8 ; 2

—20 =0, siwf =2 =— 0 =—wit
L "L 0

@ El péndulo simple es un oscilador armodnico.

@ La consideracidon descrtita por (4) es equivalente a decir que se
supone que las oscilaciones del sistema son de pequefia amplitud.
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Pendulo fisico.

mgcosd
mgs} .

@ De la figura
Ty = Tmg = —mgd L = Iox <= —mgd 1l = Iy

@ O bien,
—mgdsinf = Iy 0

@ Para oscilaciones de pequeiia amplitud

.. sinf ~= 0
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@ Por lo tanto
mgd

Io

—mgdf = It < 0 = — 2

: 1
@ Si u% — %, entonces

= —wif =

El péndulo fisico es un oscilador arménico.
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M.a.s angular.

- Watches keep time based on regular oscillations of a
balance wheel initially set in motion by a spring.

Balance wheel Spring

The sp}ing torque 7, opposes
the angular displacement 6.
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Frecuencias y periodos para los
osciladores armonicos estudiados.

Se demuestra que el m.a.s es equivalente a la proyeccion sobre alguno

de los ejes coordenados (x o ) de un movimiento circular uniforme,

por lo tanto

y se tiene entonces que:

1 oy

_fL'J:TU: 77

o Para el bloque unido al extremo libre de un resorte ideal

1 k 1
= /= Ty = 2714/ —
fo 2tV m yo i n k

@ Para el péndulo simple




@ Ecuacion de movimiento.

—fp —Fr = ma <= —bv —kx =ma

. b  k
¥ =—xX——Xx
m !
e Si w2 =L entonces
0 m’
) b b
f=——%—wix <= ¥+ —x+wix=0
1 !
Ecuacion diferencial que describe las oscilaciones amortiguadas E.D.
de las O.A.

@ Se demuestra (ejercicio propuesto) que la solucidn para la E.D de las
O.A esta dada por

x (t) = Age™™ cos (wyt + @)

siempre y cuando:

[

b [ —j Illl" 5 b 2
N=—y wy=4/wWE —a2=4/wi— [ -—
o Y 0 V 0 2m )’

.. « es el coeficiente de amortiguamiento.y se expresa en Hertz ( Hz)
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Clasificacion oscilaciones
amortiguadas.

e Cuando se deriva w;, (b) y el resultado se igula a cero se obtiene el
denominado el b critico, el cual esta dado por:

b, = V4mk  (ejercicio propuesto)

@ Si b < b, entonces las oscilaciones se llaman subamortiguadas
@ llustracion grafica

- i"‘




@ Si b= b., entonces las oscilaciones se llaman criticamente
amortiguadas.

@ llustracion grafica

“3:

A,
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> 1
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@ Si b > b, entonces las oscilaciones se llaman sobremortiguadas.

@ llustracion grafica

AT

Ay

L
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Oscilaciones amortiguadas forzadas.

@ Caracterizacion: Ocurren cuando ademas de las fuerzas restauradora y
disipativas, actuan fuerzas externas para mantener el sistema en
movimiento.

@ llustracion grafica:

—_—
. '
F impuisora

e En la figura:

—
- —

= ] #4' — _E'-]{]:

“ constante de amortiguamiento.

representa la fuerza disipativa, (ley de Stokes). b es la
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@ Ecuacion de movimiento.
F — ff — Fr = ma <= Fycos wrt — bv — kx = mx

. bk Fo
X+ —X+ —X = —CoSswrt
" nm n
k

e Siwj= -, entonces:

X+ —X + wpx = — cos wrt
m m
Ecuacidon diferencial que describe las oscilaciones amortiguadas E.D.

de las O.A.F

@ Se demuestra que la solucion para laE.D de lasO.A.F esta dada por:

x (t) =|Age | cos (wat + @) + Af cos (wrt + @)
3

e El primer término describe el estado transitorio.

.. e El segundo término describe el estado estacionario.
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Resonancia.

o El factor Ar se denomina la Amplitud de las oscilaciones forzadas vy
esta dado por:

Fo
\/!}12 ({.L% — “?12:)2 + (E':'u?p)z

@ El parametro ¢ se denomina constante de fase para las oscilaciones
forzadas y esta dado por:

Af =

1 b LL’F

m (w% — m%)

¢p = tan

@ Ndtese que cuando wr =~ wy, para un b < fijo, entonces Afr crece
indefinidamente, a este comportamiento se le conoce como resonancia
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llustracion grafica Resonancia.
A




EJERCICIOS.

Demuestre que el sistema masa+resorte, atin cuando sus oscilaciones
sean verticales,.es un oscilador armonico.

@ Ejercicio 2

Considere el sistema mostrado en la figura en el cual una varilla est3

articulada por un gozne en el punto O y sostenida por un resorte ideal

de constante de fuerza k en el otro extremo. Demuestre que para
.. pequefios desplazamientos verticales alrededor de su posicion de
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equilibrio estable, la varilla en cuestion se mueve exhibiendo un m.a.s,

alrededor de un eje que pasa por O y que es perpendicular al plano de
giro. Determine ademads el periodo de su movimiento.

@ Ejercicio 3

La polea hogénea de la figura tiene masa M y radio R y de ella est3
suspendida una masa puntual m. La polea puede rotar debido a la
accion de un resorte que esta unido a ella a una distancia r del
centro. Si el sistema estd libre de efectos disipativos y 11 se desplaza a
partir de su posicion de equilibro estable hacia abajo, demuestre que
el sistema se mueve describiendo un m.a.s y determine la frecuencia f

.. de movimiento.
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@ Ejercicio 4
Un péndulo de longitud L y masa M tiene conectado un resorte de
constante de fuerza k a una distancia /1 por debajo del punto de
suspension, como se muestra en la figura. Determine la frecuencia de
vibracion del sistema, suponiendo que este describe oscilaciones de
pequeiia la amplitud. (Suponga que el soporte vertical, de longitud L, es
rigido, y de masa despreciable).
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Oscilaciones amortiguadas.

@ Caracterizacion: Se presentan cuando ademads de la fuerza
restauradora, estan presentes fuerzas disipativas. En este caso la
amplitud del movimiento, disminuye con el tiempo

@ llustracion grafica

Y

.. @ En la figura f, = —b U : representa la fuerza disipativa, modelada por

la ley de Stokes. b: constante de amortiguamiento.
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EJERCICIOS.

@ Ejercicio 1

Un fabricante de autos desea instalar en ellos amortiguadores que
reduzcan la amplitud de las oscilaciones verticales de la carroceria a
un décimo del valor inicial, después de un ciclo de oscilacion. Los
resortes utilizados son helicoidales, ideales con una constante de
fuerza de 24000N /m. La masa del auto es de 1500kg, y esta
distribuida equitativamente etre las cuatro ruedas, cada una de las
cuales est3d suspendida de un resorte idéntico. Suponiendo que el
resorte y el amortiguador se comporten como un oscilador armédnico
amortiguado ideal, determine: a) la frecuencia de oscilacién del auto
sobre sus resortes antes de instalar los amortiguadores, b) el
parametro o coeficiente de amortiguamiento a necesario para cada
uno de los cuatros aparatos de manera que puedan alcanzarse los
objetivos del fabricante, c) la frecuencia de las oscilaciones

.. amortiguadas que se presentan cuando se montan los amortiguadores.
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e Ejercicio 2
Un resorte ideal de constante de fuerza k y una masa m unida a su
extremo libre oscilan en un medio viscoso. El primer maximo de las
oscilaciones es de 5S¢ vy se observa cuando t = 2s. Si el segundo
maximo consecutivo se observa cuando t = 3s, y es de 4,9cm, escriba
la ecuacion para las oscilaciones subamortiguadas de 1 como una
funcion del tiempo.

@ Ejercicio 3.
Un bloque de 1,5kg de masa, se suspende de un resorte ideal que
cuando es sometido a una fuerza de 2N se alarga 2ci. Se pone a
oscilar el bloque y durante su movimiento experimenta una fuerza de
fricciéon del tipo ley de Stokes (F: —b0), de manera que cuando la
rapidez del bloque es de 1cmi/s, la magnitud de |la fuerza referida es
0,2N. Si en el instante inicial el resorte esta alargado 10cm por debajo
de su posicion de equilibrio y el bloque se libera desde el reposo: a)
Determine si el sistema descrito anteriormente es sub, critica o

.. sobreamortiguado. b) Escriba la ecuacién de movimiento para dicho

sistema
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