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Funcion ¢ de Euler

De Wikipedia, la enciclopedia libre

La funcion ¢ de Euler (también llamada funcion
indicatriz de Euler) es una funcion importante en

Lo,
teoria de numeros. Si # es un nimero entero positivo, f;f-f-n
entonces @(n) se define como el nimero de enteros - ]
positivos menores o iguales a n y coprimos con n, €s _,f-:“'f:f'. W
decir, formalmente se puede definir como: 60 ;,..-.-’_"-._-*.'-_ AT o

Loun

Los primeros mil valores de y{n).

p(m)=|{n € Nln <m A med(m,n) = 1}|

donde || significa la cantidad de nimeros que cumplen la condicion.

La funcién ¢ es importante principalmente porque proporciona el tamafio del grupo multiplicativo de
enteros modulo n. Més precisamente, fp(n) es el orden del grupo de unidades del anillo / n4.. En efecto,

junto con el teorema de Lagrange de los posibles tamafios de subgrupos de un grupo, proporciona una
demostracion del teorema de Euler que dice que ¥ = 1 t:mcrd n) para todo a coprimo con n. La

funcidn ¢ juega también un papel clave en la definicion del sistema de cifrado RSA.
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7 Enlaces externos

Primeras propiedades y calculo de la funcion

Se sigue de la definicion que @p[: 1) — 1, pues el elemento (1) s6lo puede ser coprimo consigo mismo. Para
otros niumeros se cumple que:

1. fp[:p = p — 1si P es primo.
2. (p[: P ) = [: P — 1) pk_l si p es primo y k es un niimero natural. Se demuestra mediante induccion

sobre k:
3. @ es una funci6n multiplicativa: si m y n son primos entre si, entonces cp(mn) = p(m)p(n).

La primera propiedad se demuestra facilmente, porque un nimero primo es coprimo con todos sus
anteriores. Y, por tanto, existen p-1 elementos coprimos con p.

La segunda propiedad se demuestra por inducciéon, supongamos que k& = 1. Entonces
rp{pl) — 95;(_1}) =p—1 por la propiedad 1, de manera que se puede escribir como

tp(pl) — (j'J — 1)_1}1_1. Se debe demostrar que se cumple para 953[:_1}#”""1) = (P — l)pk.

Reescribiendo la identidad, (_p — l)pk = (_p — 1)pk_1p, luego ((_p — l)p'l”‘_l)p = gj[zpk)p. Como
r‘p( pk) es la cantidad de nameros coprimos con p *, si multiplicamos dicha cantidad por p, el numero que
es coprimo con los demas debe aumentar p veces, con lo que (p[: pk) p= (p[: pk"'l) = [: p— 1) p"”’.

Con esto, el valor de ¢(n) puede calcularse empleando el teorema fundamental de la Aritmética: si
. | ¥
n=py --p’
donde los p; son niimeros primos distintos, entonces

p(n)=(p—pP~ - (pr — L)pf

Esta ultima formula es un producto de Euler y a menudo se escribe como

p(n) =n]] (1—1)

pin p
donde los p son los distintos primos que dividen a 7.

Ejemplo de calculo

1 1 2 1
== 292) _ — = — = == - — s = =
@(36)—@(32)—36(1 3) (1 2) 36-5-5=12

Se puede comprobar manualmente que los nimeros coprimos con 36 (o sea, que no son divisibles por 2 ni
por 3) sondoce: 1, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, y 35.
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Algunos valores

Los

99 primeros valores de la
escritos

funcion
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Representacion grafica de los 100 primeros valores. Notese que el limite

inferior marcado por la recta y = 4n/15 no es el limite inferior de la
funcién de manera global, sino para multiplos de 30.
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= El valor de ¢(n) es igual al orden del grupo de las unidades del anillo Z/nZ (véase aritmética
modular). Esto, junto con el teorema de Lagrange, proporciona una demostracion del teorema de
Euler.

= @(n) también es igual al nimero de generadores del grupo ciclico C,, (y por ello también es igual al
grado del polinomio ciclotémico ®@,,). Como cada elemento de C,, genera un subgrupo ciclico y los
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subgrupos de C,, son de la forma C; donde d divide a n (notacion: d|n), se tiene que
>_pld)=n
dln

donde la suma es de todos los divisores positivos d de .

De esta manera, se puede emplear la formula de inversion de Mdbius para «invertir» esta suma y obtener
otra féormula para @(n):

oln) = X du(n/

donde p es la usual funcion de Mdbius definida sobre los enteros positivos.

= La siguiente formula es de una serie de Dirichlet que genera un grupo ciclico @(n):

= p(n)  ((s—1)
)

<\source>

Implementacion en Matlab/Octave

En Matlab/Octave el algoritmo queda como sigue. Esta funcion grafica los primeros m valores de la funcion
(solo depende del numero del numero m).

Efunction [] = phi(m),
icon=0;
Jl=zeros(m,1);

for i=1:1:m,

for j=1:1:i, E
if(ged(i,j) == 1) ;
con++; :

endif :
endfor E
1(i)=con; i

con=0;
endfor

Eplot(l:m,l,'.‘);

Eendfunction

....................................................................................................................

Véase también

» Teorema de Euler
» Funcidon de Carmichael
» Funcidn indicatriz de Jordan
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