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Elipse

De Wikipedia, la enciclopedia libre

La elipse es una linea curva, cerrada y plana cuya definicion mas usual es:

La elipse es el lugar geométrico de todos los puntos de un
plano, tales que la suma de las distancias a otros dos puntos
fijos llamados focos es constante.

Una elipse es la curva cerrada con dos ejes de simetria que resulta al cortar la superficie de un cono por un plano

oblicuo al eje de simetria —con angulo mayor que el de la generatriz respecto del eje de revolucién.! Una elipse que gira
alrededor de su eje menor genera un esferoide achatado, mientras que una elipse que gira alrededor de su eje principal
genera un esferoide alargado. La elipse es también la imagen afin de una circunferencia 2
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La elipse, como curva geométrica, fue estudiada por Menecmo, investigada por Euclides, y su nombre se atribuye a
Apolonio de Pérgamo. El foco y la directriz de la seccion conica de una elipse
fueron estudiadas por Pappus. En 1602, Kepler creia que la 6rbita de Marte era
ovalada, aunque mas tarde descubri6 que se trataba de una elipse con el Sol en
un foco. De hecho, Kepler introdujo la palabra «focus» y publicé su
descubrimiento en 1609. Halley, en 1705, demostré que el cometa que ahora

lleva su nombre trazaba una 6rbita eliptica alrededor del Sol.3

Elementos de una elipse

Forma eliptica trazada en la
La elipse es una curva plana y cerrada, simétrica respecto a dos ejes antigiiedad sobre un muro de Tebas
perpendiculares entre si: (Egipto).

= El semieje mayor (el segmento C-a de la figura), y
= ¢l semieje menor (el segmento C-b de la figura).

PF+PF3=2a e=f+al

Miden la mitad del eje mayor y menor respectivamente. ;
Puntos de una elipse - a id

. o 1 2 i

Los focos de la elipse son dos puntos equidistantes del ;

centro, /'; y F'» en el eje mayor. La suma de las distancias ;
desde cualqulqr punto P de la.ehpse a lo.s, dos focos es R 4D

constante, ¢ igual a la longitud del diametro mayor O<e<1 P e=PFy:PD :

(d(P,F1)+d(P,F2)=2a).

La elipse y algunas de sus propiedades geométricas.

Por comodidad denotaremos por PQ la distancia entre dos
puntos P y Q.

Si F; y F5 son dos puntos de un plano, y 2a es una constante mayor que la distancia F;F,, un punto P pertenecera a la
elipse si se cumple la relacion:

.PF]_—I—.PFQ = 2a

donde ¢ es la medida del semieje mayor de la elipse.

Ejes de una elipse

El eje mayor, 2a, es la mayor distancia entre dos puntos opuestos de la elipse. El resultado de la suma de las distancias
de cualquier punto a los focos es constante y equivale al eje mayor. El eje menor 2b, es la menor distancia entre dos
puntos opuestos de la elipse. Los ejes de la elipse son perpendiculares entre si.

Excentricidad de una elipse

La excentricidad & (épsilon) de una elipse es la razon entre su semidistancia focal (longitud del segmento que parte del
centro de la elipse y acaba en uno de sus focos), denominada por la letra ¢, y su semieje mayor. Su valor se encuentra
entre cero y uno.

C

£= E,con[[lif: <1)

Dado que » — /g2 — p2 , también vale la relacion:
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o el sistema:

C
E= —
(L

c=+/a? — b?

La excentricidad indica la forma de una elipse; una elipse sera mas redondeada cuanto mas se aproxime su
excentricidad al valor cero.* La designacion tradicional de la excentricidad es la letra griega & llamada épsilon.

(No se debe usar la letra e para designarla, porque se reserva para la base de los logaritmos naturales o neperianos.
Véase: namero e).

Excentricidad angular de una elipse

La excentricidad angular ¢v es el angulo para el cual el valor de la funcidén trigonométrica seno concuerda con la
excentricidad £, esto es:

a =sin"!(g) = cos! (E

Constante de la elipse

En la figura de la derecha se muestran los dos radio vectores

) . Long. linea azul: (8.500)
correspondientes a cada punto P de una elipse, los vectores que van Long. linea roja: (1.500)
de los focos F; y F, a P. Las longitudes de los segmentos Long. total: - (10.00)
correspondientes a cada uno son PF; (color azul) y PF, (color rojo), //*“_“'xm
y en la animacion se ilustra como varian para diversos puntos P de la / \
elipse. L : i H:

Como establece la definicion inicial de la elipse como lugar \h - /

geométrico, para todos los puntos P de la elipse la suma de las
longitudes de sus dos radio vectores es una cantidad constante igual a
la longitud 2a del eje mayor:

PF; + PF,=2a
En la elipse de la imagen 2a vale 10 y se ilustra, para un conjunto selecto de puntos, como se cumple la definicion.
Directrices de la elipse
Cada foco F' de la elipse esta asociado con una recta paralela al semieje menor llamada directriz (ver ilustracion de la

derecha). La distancia de cualquier punto P de la elipse hasta el foco F' es una fraccion constante de la distancia
perpendicular de ese punto P a la directriz que resulta en la igualdad:
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La relacion entre estas dos distancias es la excentricidad = de la elipse. Esta propiedad (que puede ser probada con la

herramienta esferas de Dandelin) puede ser tomada como otra

definicién alternativa de la elipse.

(r 1
Ademas de la bien conocida relacion = — <, también es cierto que £ = E , también es util la formula = —.

Una elipse es el lugar geométrico de
todos los puntos de un plano para los
cuales se cumple que el cociente entre sus
distancias a un punto fijo —que se
denomina foco— y a una recta dada —
llamada directriz— permanece constante
y es igual a la excentricidad de la misma.

f

i1

Nzexl

P o _prpp |

La recta dD es una de las 2 directrices de la elipse.

£

[ faid

Aunque en la figura solo se dibujo la directriz del foco derecho, existe otra directriz para el foco izquierdo cuya
distancia del centro O es -d, la cual ademas es paralela a la directriz anterior. Ver mas adelante como se dibuja la
directriz.

Elementos graficos de la elipse

Nomenclatura

La descripcion corresponde a las imagenes de la derecha.

Los diametros principales o ejes principales son los
diametros maximo y minimo de la elipse, perpendiculares
entre si y que pasan por el centro. Tradicionalmente son
nombrados A-B el mayor y D-C el menor, aunque también
se utilizan otras nomenclaturas, como A-A' el mayor y B-B'
el menor.

El centro de la elipse se suele nombrar O (origen). En la
circunferencia los focos coinciden con el centro.

Los focos se suelen nombrar con la letra F acompanada de
algun medio de diferenciarlos, Fy - F, 0 F' - F" .

El diAmetro mayor de la elipse se suele designar 2a, siendo
a el semieje mayor. El semieje menor se denomina b y el

2h

2a

diametro menor 2b. La distancia de cada foco al centro se denomina c.
Los segmentos que van de cada foco a un punto de la elipse se denominan radios vectores; la suma de los radios

vectores de cada punto es una constante igual a 2a.

En la imagen de la derecha vemos algunas otras lineas y puntos importantes de la elipse.
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= La circunferencia principal (c. p., en verde) tiene
como centro el de la elipse, y como radio a. Se puede
definir como el lugar geométrico de todos los pies de
las tangentes a la elipse (como se ve en el ejemplo).

= Las circunferencias focales (c. f., en verde también)
son las que tienen como centro cada foco y como radio |
2a. Las circunferencias focales y la principal cumplen |
una homotecia de razéon = 2 y centro en cada foco (el de
la circunferencia focal contraria).

= La recta 7 en color cian es una tangente por un punto
cualquiera. Al punto de tangencia se lo suele nombrar _ _ ;
T, Ty, T, etc. Los segmentos perpendiculares a las ; A yd
tangentes que pasan por los focos, aqui en rojo, se h h g '
suelen prolongar hasta la circunferencia focal del foco
opuesto. No coinciden con la normal a la tangente salvo
en los extremos de los ejes principales.

= Los puntos donde se cruzan las normales con sus tangentes son los pies de la tangente. Ese punto pertenece
siempre a la circunferencia principal. Al doble de la distancia de F al pie se encuentra el corte de la normal con la
circunferencia focal del foco opuesto.

Diametros conjugados

Se denominan diadmetros conjugados a cada par de diametros de la elipse que cumple que uno de ellos pasa por el
centro de todas las cuerdas paralelas al otro (ver debajo el dibujo de la derecha).

Otra definicion es que son conjugados los diametros cuyos afines en una circunferencia afin a la elipse son
perpendiculares (dibujo de la izquierda).

Los didmetros principales serian también didmetros conjugados. Existen varios métodos para hallar los didmetros
principales a partir de los conjugados.

Rectas directrices

La definicion de las rectas directrices estd en una seccion anterior (véase), y también la definicion de la elipse a partir
de ellas. Es una expresion de la excentricidad de la elipse. El modo de hallarlas graficamente se muestra en la siguiente
imagen.

Trazamos una perpendicular al didmetro mayor por un foco hasta la circunferencia principal, dibujamos por el punto
de corte una tangente a dicha circunferencia; en el lugar donde esa tangente encuentra la prolongacion del didmetro
mayor esta la directriz, que es perpendicular al diametro mayor.
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Dibujo de la elipse

Elipse “del jardinero”

El método se basa en la definicion mas corriente de la elipse, como lugar
geométrico de los puntos cuya suma de distancias a los focos es constante. Los
clavos o las chinchetas se colocan en el lugar de los focos, y la cuerda debe medir
lo mismo que el eje mayor (2a). En el ejemplo de la foto al lazo de cuerda se le
debe anadir la distancia de los focos. Con la cuerda tensa se mueve el lapiz o
material de dibujo rodeando por completo los dos focos.

Se denomina “del jardinero” a este método porque sirve para trazar en el suelo ~ Modo de dibujar la elipse

elipses de gran tamafio y precision suficiente, con medios modestos. Ver en la conocido como "elipse del

seccion siguiente el modo de determinar los focos a partir de los ejes. jardinero", mediante dos puntos
fijos y una cuerda

Modo de determinar los focos

El modo de determinar los focos a partir de los ejes, o un eje a partir de otro y los focos, se basa en la definicion.
Dibujados los dos ejes principales, se toma con el compas la medida a de la mitad del eje mayor. Haciendo centro en un
extremo del eje menor, el compas cruza por el eje mayor en los focos.

Dado el eje mayor con los focos, la medida @ aplicada a cada foco nos da arcos que se cruzan en los extremos del eje
menor.

Dado un eje menor y la distancia de los focos, primero debemos hallar la recta sobre la que esta el eje mayor, luego
dibujar los focos a la distancia dada, y desde ellos tomar la distancia a los extremos del eje menor, que es la mitad del
eje mayor.
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Método de radios vectores

También denominado "por puntos"; con este método dibujamos un numero suficiente de puntos mediante el compas.
Como en el método tradicional visto antes usamos los radios vectores y la propiedad de que la suma de los radios
vectores de un punto es igual a la medida del eje mayor.

Dados dos ejes principales y determinados los focos, se toman puntos al azar sobre el eje mayor entre el centro O y uno
de los focos. Generalmente tres o cuatro, y preferiblemente cerca del foco por comodidad del dibujo.

Tomamos con el compés la distancia de un extremo del eje mayor (A) a cada uno de los puntos del eje (1). Haciendo
centro en cada foco trazamos arcos con esa medida. A continuaciéon tomamos el resto de la medida del eje mayor, desde
el punto (1) al otro extremo (B), y con esa medida, haciendo centro de nuevo en los focos, cruzamos los arcos trazados
antes. Las cruces nos dan puntos que pertenecen a la elipse.

Repitiendo la operacion tantas veces como sea necesario obtenemos puntos de la elipse. Se completa el dibujo a mano o
mediante plantillas de curvas.

C
e
! 1-B
1A-1
} Icu ¥ B
A F, 1 o F, B B
D

Método de la tarjeta, compas de Arquimedes

Se puede dibujar la elipse mediante una regla de medir, un juego de escuadra y cartabon y un lapiz. Dibujamos los ejes
principales con sus medidas, y determinamos los focos. Tomamos con la regla graduada, desde el 0, la distancia del
centro al extremo del eje mayor, y después desde la marca del extremo del eje mayor, restamos la mitad del eje menor
(ver dibujo). Apoyando el 0 de la regla en cualquier punto del eje menor y la diferencia calculada en el eje mayor,
marcamos la medida del eje mayor. Para mas claridad véase el dibujo.
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Esta misma operacion se puede hacer con una tarjeta, y de ahi su nombre tradicional,

haciendo marcas en el borde con las medidas dadas.

Para construirla con reglas y compas marcamos puntos arbitrarios en el eje menor.
Tomando con el compés la medida de la mitad de la diferencia entre el eje mayor y el
menor, hacemos centro en los puntos y sefialamos puntos correspondientes en el eje
mayor, a ambos lados. Dibujamos rectas desde los puntos del eje menor a sus
correspondientes del eje mayor, prolongandolas. Sobre esas rectas, con el compas y
desde cada punto del eje mayor, tomamos la medida de la mitad del eje menor,

marcandola sobre la linea, lo que nos da los puntos de la elipse.

Existe una maquina sencilla (un elipsografo) hecha a base de guias o railes y barras y

llamada compas de Arquimedes, que se basa en este principio.

Construccion por afinidad

Partimos de las rectas de los ejes principales. Se dibujan dos circunferencias
concéntricas cuyos didmetros sean los de la elipse. Para hallar un punto trazamos un
radio cualquiera de la circunferencia mayor fuera de los ejes. Desde el extremo del
radio trazamos una recta auxiliar, paralela al eje menor, hacia dentro de la
circunferencia. Desde el punto donde el radio corta la circunferencia menor
trazamos una recta auxiliar paralela al eje mayor, que cruce la linea auxiliar que
acabamos de hacer. El punto donde se cortan las dos auxiliares pertenece a la
elipse.

Repitiendo la operacion se obtienen todos los puntos que sean necesarios; la elipse
se completa a mano o con plantillas. Normalmente por comodidad el dibujo se
sistematiza; en lugar de los radios dibujamos diametros completos, los trazos

auxiliares verticales y horizontales se hacen de una vez mediante paralelas a los ejes.

En este método se puede considerar una de las circunferencias como una doble transformacion afin de la otra, y los
puntos unidos por el mismo radio serian entonces afines. Una de las lineas auxiliares es la recta de afinidad de dos

puntos (uno en la circunferencia, otro en la elipse), mientras la otra linea auxiliar da la reduccion que corresponde

También se puede considerar la relacion de las dos circunferencias una homologia en la que el centro de homologia
coincide con el centro de una circunferencia, mientras su homologa pertenece a un plano paralelo y también es

concéntrica; estas homologias con rectas limite impropias son homotecias.

Por afinidad, a partir de conjugados
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A partir de dos didmetros conjugados (A-B y C-D) se puede realizar la siguiente construccion, en la que hacemos afines
los extremos del didmetro conjugado menor (C y C', la linea de afinidad en azul) con el de una circunferencia auxiliar
de didmetro igual al mayor y perpendicular a €l (en rojo), mientras el diametro mayor es el eje de afinidad. Cada punto
de la circunferencia es afin a otro de la elipse.

Por afinidad, dentro de un paralelogramo

Una construccion corriente para dibujar una
elipse o un arco de elipse en un paralelogramo es
hacerlo afin a otro ortogonal en el que podamos
trazar un arco de circunferencia o una
circunferencia completa. Esto es util en particular
para elipses proyectadas en axonométrica u otra
proyeccion cilindrica.

Como se ve en el dibujo hacemos que dos puntos
sean afines, asi como dos rectas que se corten en

otra que hara de eje de afinidad. El resto consiste ’ \

en ir trasportando puntos y rectas mediante otras

rectas afines conocidas, normalmente los lados de
\\ ./"

los paralelogramos o sus diagonales (véase el
dibujo).

En el cubo de la derecha se aprecia el principio
que se aplica. Es importante sefalar que en
axonomeétrica este "truco" no equivale en general a un abatimiento.

Por haces proyectivos

Construccion por haces proyectivos, o del paralelogramo. En la variante tradicional ponemos tantos puntos en el eje
menor como en los lados del rectangulo paralelos al eje menor; unimos estos desde los extremos del eje menor (C y D).
Luego pasamos rectas desde esos extremos hasta los puntos del eje mayor, hasta cortar la recta correspondiente. Los
puntos de cruce pertenecen a la elipse.

En la segunda imagen vemos el mismo procedimiento aplicado a dos diametros conjugados; el rectangulo se hace
romboide, pero sigue funcionando la construccion como una proyeccion afin de la otra.
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En otra variante (ver imagen animada) dibujamos puntos a distancias iguales, proporcionales lado a lado, en un
rectangulo exterior tangente a la elipse, que tiene los lados paralelos al eje menor de doble tamafio. Vamos uniendo en
orden cada punto correspondiente como se ve en la imagen, desde los extremos el eje mayor. Los puntos que se cortan
de las rectas correspondientes pertenecen a la elipse.

Construccion de la elipse segtn el
método del paralelogramo

Existen métodos semejantes para trazar la parabola y la hipérbola.

La elipse como hipotrocoide

La elipse es un caso particular de hipotrocoide, donde R = 2r, siendo R el radio de la circunferencia directriz, y r el
radio de la circunferencia generatriz.

En una curva hipotrocoide, la circunferencia que contiene al punto generatriz, gira tangencialmente por el interior de la
circunferencia directriz.
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